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Un Demi-Sie`cle de Transcendance
par
Michel WALDSCHMIDT
Introduction : la pre´histoire (avant 1950)
Certes, le premier objectif de la the´orie des nombres transcendants est de
de´montrer que certains nombres ne sont pas alge´briques, ou encore que certaines
familles de nombres ne ve´rifient pas de relations polynomiales. C’est ainsi que
le fameux re´sultat de F. Lindemann en 1882, selon lequel le nombre pi est
transcendant, apportait une re´ponse de´finitive au proble`me de la quadrature du
cercle.
Cependant, tout n’est pas ne´gatif dans cette the´orie : meˆme si le but final
est le plus souvent de montrer que certaines relations n’existent pas, nous verrons
que la the´orie des nombres transcendants produit des estimations arithme´tiques
qui ont de nombreuses applications a` diverses branches de la the´orie des nombres.
C’est a` l’aide de me´thodes de la the´orie des approximations diophantiennes que
C.L. Siegel de´montre en 1929 son re´sultat sur la finitude des points entiers sur
une courbe de genre ≥ 1. L’estimation diophantienne qu’il e´tablit dans ce but
raffine celle de A. Thue, et sera pre´cise´e par K.F. Roth en 1955 pour donner le
the´ore`me de Thue-Siegel-Roth. Un autre exemple est fourni par les minorations
effectives donne´es par A.O. Gel’fond pour des combinaisons line´aires de deux
logarithmes de nombres alge´briques. Ses de´monstrations de´veloppent la me´thode
qui lui avait permis, en 1934, en meˆme temps que Th. Schneider, de re´soudre le
septie`me proble`me de Hilbert sur la transcendance de αβ . Les conse´quences que
tire Gel’fond de son estimation vont jouer, dans la pe´riode qui nous inte´resse, un
roˆle essentiel et motiver une grande partie des recherches re´centes.
Pour les de´crire, nous les regrouperons par “me´thodes”, quitte a` sacrifier
l’ordre chronologique. Mais les liens entre les diffe´rents paragraphes qui vont suivre
sont, nous le verrons, tre`s e´troits.
Classification AMS : 11J 11D
Mots clefs : Transcendance, Inde´pendance alge´brique,
Approximation Diophantienne, E´quations Diophantiennes
De´veloppement des Mathe´matiques au Cours de la Seconde Moitie´ du XXe Sie`cle
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1. Irrationalite´ et approximations rationnelles
La naissance du premier nombre transcendant remonte a` 1844 (J. Liouville).
Pour de´montrer l’existence (de fac¸on constructive) de nombres transcendants,
Liouville e´tablit une proprie´te´ que doit ve´rifier tout nombre alge´brique α :
• Il existe deux constantes positives C et κ, ne de´pendant que de α, telles que,
pour tout nombre rationnel p/q distinct de α, on ait∣∣∣∣α− pq
∣∣∣∣ ≥ Cqκ . (1)
Les constantes C et κ sont faciles a` expliciter : par exemple on peut prendre pour
κ le degre´ d de α (pour α = 3
√
2, racine du polynoˆme z3 − 2, le degre´ d est 3).
Liouville montre ainsi qu’un nombre re´el admettant de tre`s bonnes approxi-
mations rationnelles est transcendant. Les nombres transcendants ont rapidement
prolife´re´, puisqu’en 1874, G. Cantor montre que “presque tous” les nombres (re´els
ou complexes) sont transcendants. Cependant on rencontre souvent en analyse des
constantes nume´riques dont on est incapable de de´terminer la nature arithme´tique :
est-ce un nombre rationnel, alge´brique irrationnel, ou bien transcendant ? Il faut
bien avouer que nos connaissances dans ce domaine sont encore tre`s fragmen-
taires. On s’attend, bien suˆr, a` ce que les nombres qui apparaissent ainsi au de´tour
d’une formule analytique soient transcendants, “sauf cas exceptionnels”. Toute
la difficulte´ consiste a` cataloguer les cas exceptionnels, et il n’y a pas encore de
the´orie suffisamment ge´ne´rale apportant une re´ponse satisfaisante. La conjecture
de S. Schanuel (voir § 3.3) permet de de´cider, de manie`re conjecturale, quelle
est la nature arithme´tique d’une constante de l’analyse, tant qu’elle ne fait inter-
venir que la fonction exponentielle complexe usuelle. Une autre conjecture, due
a` A. Grothendieck, pre´dit les relations de de´pendance alge´brique entre les coor-
donne´es de pe´riodes d’une varie´te´ abe´lienne. Y. Andre´ et D. Bertrand ont propose´
un e´nonce´ conjectural qui contient a` la fois la conjecture de Schanuel et celle
de Grothendieck ; ainsi, on sait quelles relations attendre entre des nombres com-
plexes donne´s par des valeurs de fonctions exponentielles ou logarithmes provenant
de groupes alge´briques commutatifs, et plus ge´ne´ralement de 1-motifs. Mais on ne
dispose pas de telles conjectures pour d’autres fonctions transcendantes !
C’est pourquoi des progre`s qui peuvent apparaˆıtre extreˆmement restreints a`
des non spe´cialistes constituent en fait des conqueˆtes remarquables.
1.1 Mesures d’irrationalite´
Un exemple bien connu est l’irrationalite´ du nombre
ζ(3) = 1 +
1
23
+
1
33
+ · · · =
∑
n≥1
1
n3
= 1.202 . . .
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Dans un expose´ reste´ ce´le`bre aux Journe´es Arithme´tiques de Luminy en juin 1978,
R. Ape´ry pre´senta sa de´monstration, de manie`re volontairement provocatrice, ce
qui n’a pas manque´ de susciter quelques remous dans l’auditoire (“ce n’est pas
ainsi que l’on fait des maths”). Le principal reproche qui lui e´tait alors adresse´
se re´ve`le maintenant particulie`rement injustifie´ : “il n’y a pas de rapports avec
les autres recherches actuelles en mathe´matiques”. Apre`s les efforts de plusieurs
mathe´maticiens, notamment H. Cohen et D.B. Zagier, puis A.J. van der Poorten,
la de´monstration a pu eˆtre comple´te´e. Puis F. Beukers introduit les inte´grales∫ 1
0
∫ 1
0
∫ 1
0
xn(1− x)nyn(1− y)nzn(1− z)n(
1− (1− xy)z)n+1 dx dy dz,
dont il montre que la valeur est de la forme an+bnζ(3), avec des nombres rationnels
an et bn. Cela lui permet d’abord de donner une nouvelle de´monstration du re´sultat
d’irrationalite´ d’Ape´ry, puis d’e´tablir un lien avec l’e´quation de Picard-Fuchs de
la famille de surfaces alge´briques, parame´tre´e par t, d’e´quation
1− (1− xy)z − txyz(1− x)(1− y)(1− z) = 0
(pour t en dehors d’un ensemble fini, la surface correspondante est birationnelle-
ment e´quivalente a` une surface K3), puis d’utiliser des fonctions modulaires pour
de´montrer des re´sultats d’irrationalite´ qui contiennent celui d’Ape´ry. Ces contri-
butions remarquables et originales de Beukers gardent un aspect frustrant : on ne
sait toujours pas de´montrer la transcendance du nombre ζ(3), et on ne sait pas
de´cider si le nombre
ζ(5) = 1 +
1
25
+
1
35
+ · · · =
∑
n≥1
1
n5
= 1.036 . . .
par exemple, est irrationnel ou non. Dans le meˆme ordre d’ide´es, le proble`me de
l’irrationalite´ de nombres tels que la constante d’Euler
γ = lim
n→∞
(
1 +
1
2
+
1
3
+ · · ·+ 1
n
− log n
)
= 0.577 . . .
ou bien eγ = 1.781 . . ., reste ouvert.
Cependant les ide´es d’Ape´ry n’ont pas e´te´ ste´riles, et de nombreux travaux
ont e´te´ produits a` la suite de la de´monstration. La me´thode a e´te´ utilise´e pour
obtenir d’autres re´sultats d’irrationalite´ (L. Gutnik), donner de nouvelles formules
pour des nombres comme ζ(5) (H. Cohen), et aussi pour produire divers e´nonce´s
d’approximation diophantienne, notamment desmesures d’irrationalite´. C’est ainsi
qu’Ape´ry lui-meˆme, en appliquant sa me´thode au nombre ζ(2) = pi2/6, a pu
ame´liorer la mesure d’irrationalite´ de pi connue alors. K. Mahler (1953) avait
de´montre´ l’ine´galite´ ∣∣∣∣pi − pq
∣∣∣∣ ≥ 1qκ
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pour tout p/q ∈ Q avec q suffisamment grand, et κ = 42. On dit alors que κ est
un exposant d’irrationalite´ pour le nombre pi. On pre´cise que cet exposant est
effectif s’il est possible d’expliciter un entier q0 ≥ 1 tel que la minoration soit
valable pour tout q ≥ q0. Il est inte´ressant d’e´tablir une telle ine´galite´ avec un
exposant κ aussi petit que possible. On s’attend a` ce que la seule condition κ > 2
soit suffisante. Ce proble`me a fait l’objet de nombreux travaux (successivement
par M. Mignotte, D.V. et G.V. Chudnovsky, R. Ape´ry, F. Beukers, K. Alladi
et M.L. Robinson, M. Hata, R. Dvornicich, G. Rhin, C. Viola, E.A. Rukhadze,
A. Dubickas notamment), et la meilleure valeur connue en 1996 pour κ est 8.0161
(re´sultat duˆ a` M. Hata, 1993). Dans les travaux re´cents sur ce sujet, un roˆle essentiel
est joue´ par la valuation p-adique de coefficients binomiaux (ou de facteurs gamma
pour les inte´grales hyperge´ome´triques dans les travaux de G. Rhin et C. Viola), et
c’est ce qui permet a` ces auteurs d’ame´liorer les mesures d’irrationalite´ obtenues
par F. Beukers (par exemple) par des me´thodes analytiques.
Voici un tableau donnant quelques exposants d’irrationalite´ effectifs actuelle-
ment connus pour certains nombres irrationnels remarquables.
pi pi/
√
3 log 2 ζ(3) 3
√
2
8.017 4.602 3.892 8.831 2.43 (2)
Un absent notoire dans ce tableau est le nombre epi : on ne sait pas de´montrer
qu’il a un exposant d’irrationalite´ fini (ce qui revient a` dire qu’on ne sait pas
montrer que epi n’est pas un nombre de Liouville). On ne connaˆıt qu’une estimation
plus faible : ∣∣∣∣epi − pq
∣∣∣∣ ≥ 1q240 log log q pour q ≥ 3.
On pourrait en revanche ajouter le nombre Γ(1/4), car P. Philippon a montre´
en 1997 que ce n’e´tait pas un nombre de Liouville, mais la valeur nume´rique de
l’exposant n’a pas encore e´te´ calcule´e.
Un mot peut-eˆtre sur l’utilite´ de telles estimations. Tant qu’on ne saura pas
e´tablir pour chacun des nombres ci-dessus la meilleure mesure d’approximation
possible, on ne pourra pas conside´rer que la the´orie est acheve´e. Mais, en dehors
de leur intereˆt intrinse`que, il se trouve aussi que de telles ine´galite´s ont des
applications : ainsi la mesure d’irrationalite´ que nous venons d’e´noncer concernant
le nombre epi a e´te´ utilise´e par K. Matsumoto pour e´tudier la re´partition des valeurs
de fonctions zeˆta de Dedekind. Des estimations diophantiennes du meˆme genre
sont utilise´es par G. Harman pour e´tudier la discre´pance des ze´ros de la fonction
zeˆta de Riemann. Une minoration de |eα − β| pour α et β alge´briques permet de
de´terminer le signe de ea − b quand a et b sont deux nombres rationnels, et c’est
un pas important dans un algorithme de N.N. Vorobjov permettant de de´cider si
certains syste`mes d’ine´galite´s faisant intervenir des polynoˆmes exponentiels sont
compatibles. C’est aussi une minoration de |eα − β| qu’utilisent J-M. Muller et
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A. Tisserand dans un travail d’informatique the´orique concernant des proble`mes
d’arrondis pour des valeurs de fonctions e´le´mentaires.
Revenons au tableau pre´ce´dent. A` coˆte´ de nombres transcendants comme pi
et log 2, et du nombre ζ(3), dont on soupc¸onne qu’il est aussi transcendant, on voit
apparaˆıtre le nombre alge´brique 3
√
2. Notons de´ja` que tout nombre alge´brique re´el
α de degre´ d ≥ 2 admet d pour exposant d’irrationalite´ effectif (Liouville — voir
(1)). Le principe des tiroirs (ou bien la ge´ome´trie des nombres) montre que tout
exposant d’irrationalite´ d’un nombre re´el irrationnel est ≥ 2. Donc pour d = 2
(nombres alge´briques quadratiques re´els), l’ine´galite´ de Liouville est optimale (et
la the´orie des fractions continues permet de de´crire pre´cise´ment la situation). Pour
tout d ≥ 2 et pour tout ' > 0, un exposant d’irrationalite´ de α est 2+ ', d’apre`s le
the´ore`me de Thue-Siegel-Roth (voir §1.3 ci-dessous). Un des proble`mes importants,
qui va beaucoup nous occuper, est d’obtenir un exposant d’irrationalite´ effectif < d
pour d ≥ 3.
La pre´sence d’un nombre alge´brique dans le tableau (2) refle`te un aspect
essentiel de la the´orie des nombres transcendants qui me´rite quelques explications.
Le but avoue´ de la the´orie qui nous pre´occupe est de de´montrer que certains
nombres (disons ζ(3), ou bien la constante d’Euler) sont transcendants. On proce`de
souvent par l’absurde : on suppose que le nombre e´tudie´ est alge´brique. Toute la
de´monstration fait alors intervenir uniquement des nombres alge´briques, et cela
explique le fait que les spe´cialistes des nombres transcendants aient e´te´ amene´s a`
de´montrer des e´nonce´s appartenant a` la the´orie alge´brique des nombres. Le plus
souvent, les re´sultats ne´cessaires sont des versions effectives (et meˆme explicites)
d’e´nonce´s connus, mais qui ont besoin d’eˆtre pre´cise´s. Par exemple, l’alge`bre
line´aire nous apprend qu’un syste`me d’e´quations line´aires homoge`nes ayant un
nombre d’inconnues supe´rieur (strictement) au nombre d’e´quations admet une
solution non triviale. Le lemme de Thue-Siegel donne en plus une borne pour une
telle solution, disons quand les coefficients et les inconnues sont dans l’anneau
Z des entiers rationnels, et, plus ge´ne´ralement, quand ils sont dans un corps
de nombres (extension finie du corps Q des nombres rationnels). Au lieu du
principe des tiroirs, K. Mahler a e´tabli une version de ce lemme de Thue-Siegel
en utilisant des arguments de ge´ome´trie des nombres (the´ore`me de Minkowski) ;
puis E. Bombieri et J. Vaaler ont obtenu un e´nonce´ (essentiellement optimal,
d’apre`s D. Roy et J. Thunder) par des me´thodes ade´liques. Plus tard (a` partir des
travaux de G. Faltings), cet argument intervient sous la forme d’une estimation
pour une fonction de Hilbert arithme´tique, dont la de´monstration repose encore
sur le the´ore`me de Minkowski.
Le destin du lemme de Thue-Siegel a e´te´ contraste´. Durant la premie`re moitie´
du XXe`me sie`cle, le principe des tiroirs a joue´ un roˆle vital dans le de´veloppement
de la the´orie : il intervient aussi bien dans les questions d’approximation dio-
phantienne que dans les arguments transcendants. La construction d’une fonction
auxiliaire a e´te´ encore la premie`re e´tape oblige´e de la plupart des de´monstrations
de ce sujet jusque dans les anne´es 80. Puis le lemme de Siegel a vu la roue de la for-
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tune tourner : a` la fin de la pe´riode qui nous inte´resse, la me´thode des de´terminants
d’interpolation de M. Laurent permet d’e´viter tout recours au principe des tiroirs,
et de retrouver les re´sultats ante´rieurs, parfois en les ame´liorant. Notons d’ailleurs
que des arguments, provenant de la the´orie d’Arakelov et introduits par J-B. Bost a`
la fin des anne´es 90, remplacent avantageusement a` la fois la construction de fonc-
tion auxiliaire ou de de´terminant d’interpolation, et la minoration arithme´tique a`
la Liouville donne´e par la formule du produit.
Parmi les succe`s qu’a connus le lemme de Thue-Siegel, un des plus reten-
tissants vient des travaux de S. Stepanov (1969), W.M. Schmidt et E. Bombieri
(1973) concernant l’hypothe`se de Riemann pour les courbes sur les corps finis. Si Fq
est un corps fini et f ∈ Fq[X,Y ] un polynoˆme absolument irre´ductible, c’est-a`-dire
irre´ductible sur une cloˆture alge´brique, alors le nombre N de points (x, y) ∈ F2q
sur la courbe f(x, y) = 0 ve´rifie :
|N − q| ≤ c√q,
ou` la constante c = c(d) ne de´pend que du degre´ total d de f . Cet e´nonce´ suffit
pour de´montrer le the´ore`me de Weil :
|N − q| ≤ 2g√q + c′,
ou` g est le genre de la courbe et c′ = c′(d) est une autre constante qui ne de´pend
encore que de d. Contrairement a` celle de Weil, la me´thode e´vite le recours a` la
ge´ome´trie alge´brique : elle repose sur la construction d’un polynoˆme auxiliaire par
la me´thode des coefficients inde´termine´s, comme le faisait A. Thue pour e´tablir
son ine´galite´ diophantienne en 1909.
1.2 Une digression : le proble`me de Lehmer
Pour de nombreuses de´monstrations de la the´orie des nombres transcendants,
il faut donc pre´ciser quantitativement certains e´nonce´s bien connus. De multiples
exemples de ce phe´nome`ne peuvent eˆtre donne´s. Ainsi le the´ore`me de Riemann-
Roch permet de montrer l’existence de certaines fonctions ayant des ze´ros et des
poˆles impose´s, mais J.H. Coates fut contraint d’e´tablir un re´sultat plus explicite
pour ses travaux avec Baker sur les points entiers sur des courbes de genre
1. D’autres exemples de ce phe´nome`ne apparaissent en liaison avec les lemmes
de ze´ros (voir la section 6). Il se trouve que les me´thodes d’approximation
diophantienne permettent parfois de fournir les estimations auxiliaires ne´cessaires
(sans toutefois pre´tendre a` l’autarcie !). Donnons-en une illustration.
Un nombre complexe alge´brique α est entier s’il est racine d’un polynoˆme
unitaire a` coefficients entiers :
Xd + a1Xd−1 + · · ·+ ad, (ai ∈ Z, 1 ≤ i ≤ d).
Les conjugue´s de α sont les d racines complexes de ce polynoˆme. Un the´ore`me de
Kronecker affirme que les seuls nombres entiers alge´briques dont tous les conjugue´s
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sont de module ≤ 1 sont 0 et les racines de l’unite´. A. Schinzel et H. Zassenhaus
ont demande´, en 1965, s’il e´tait possible de minorer, pour un entier alge´brique non
nul et non racine de l’unite´ α, le nombre α , qui est par de´finition le maximum des
modules des conjugue´s de α. Pre´cise´ment, le proble`me de Schinzel et Zassenhaus
s’e´nonce :
• Existe-t-il une constante absolue C > 0 telle que, pour tout entier alge´brique
α diffe´rent de 0 et d’une racine de l’unite´, on ait
α ≥ 1 + C
d
,
ou` d est le degre´ de α ?
La question n’est toujours pas re´solue, mais les meilleures estimations connues sur
ce proble`me de Schinzel et Zassenhaus proviennent de me´thodes de la the´orie des
nombres transcendants. L’origine de ce proble`me est un travail de D.H. Lehmer en
1933, qui voulait disposer de grands nombres premiers. Quand α est un nombre
alge´brique de polynoˆme minimal
a0X
d + a1Xd−1 + · · ·+ ad = a0
d∏
i=1
(X − αi),
on de´finit
M(α) = |a0|
d∏
i=1
max{1, |αi|}.
Le the´ore`me de Kronecker montre que M(α) = 1 si et seulement si α est soit nul,
soit une racine de l’unite´. Lehmer demande alors si, pour tout ' > 0, il existe
un nombre alge´brique α tel que 1 < M(α) < 1 + '. On s’attend a` une re´ponse
ne´gative (c’est le proble`me de Lehmer), qui impliquerait une re´ponse positive a` la
question de Schinzel et Zassenhaus. On ne connaˆıt pas de valeur M(α) > 1 qui
soit infe´rieure a` celle de´ja` trouve´e par D.H. Lehmer, a` savoir la racine 1.176 . . . du
polynoˆme re´ciproque
z10 + z9 − z7 − z6 − z5 − z4 − z3 + z + 1 = z5P (z + 1/z),
avec
P (z) = z5 + z4 − 5z3 − 5z2 + 4z + 3.
Les premiers re´sultats sur cette question, dus a` Schinzel et Zassenhaus (1965), ont
e´te´ raffine´s par Blanksby et Montgomery en 1971, a` l’aide de me´thodes analytiques
(de´veloppement de Fourier et the´ore`me de Feje´r). La meˆme anne´e, utilisant la
formule de Parseval, C.J. Smyth a montre´ que si α−1 n’est pas conjugue´ de
α (on dit que α n’est pas re´ciproque), alors M(α) est minore´ par le plus petit
nombre de Pisot, qui est la racine re´elle 1.32471 . . . du polynoˆme X3 − X − 1.
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En 1978, C.L. Stewart a propose´ une approche transcendante qui se re´ve`lera tre`s
performante. Au meˆme moment, E. Dobrowolski introduit d’inge´nieux arguments
de congruence (petit the´ore`me de Fermat). En les combinant ensuite avec la
de´monstration de Stewart, il obtient l’anne´e suivante des minorations de la forme
M(α) ≥ 1 + C1
(
log log d
log d
)3
et α ≥ 1 + C2
d
(
log log d
log d
)3
,
pour d ≥ 3, avec des constantes absolues explicites C1 et C2 (par exemple
C1 = 1/1200 convient). Ces questions de Lehmer et Schinzel-Zassenhaus ont fait
l’objet de nombreux travaux (D.C. Cantor et E.G. Straus, U. Rausch, D. Boyd,
R. Louboutin, M. Langevin, M. Mignotte, E. Matveev, A. Dubickas, P. Voutier. . . ).
Ce dernier a montre´ que la constante C1 pouvait eˆtre choisie e´gale a` 1/4 et C2 a` 1/2.
Cantor et Straus d’une part, Rausch d’autre part ont introduit des de´terminants
qui anticipent ceux que J. Pila et M. Laurent ont utilise´s pour remplacer le
lemme de Thue-Siegel et la construction de fonction auxiliaire dans les me´thodes
classiques de Siegel et de Gel’fond-Schneider. A` la suite de travaux de D. Boyd,
M.J. Mossinghoff a effectue´ sur ordinateurs des calculs relativement pousse´s, sans
trouver de valeur plus petite que celle de Lehmer.
Le re´sultat de Dobrowolski joue un roˆle auxiliaire tre`s utile dans de nom-
breuses questions diophantiennes, par exemple dans les proble`mes de minorations
de combinaisons line´aires de logarithmes.
1.3 La me´thode de Thue-Siegel
Apre`s cette digression, revenons a` la pre´sence de nombres alge´briques dans
le tableau (2). Il se trouve que les me´thodes transcendantes permettent d’e´tablir
des estimations, par exemple des mesures d’irrationalite´, non seulement pour des
nombres transcendants, mais aussi pour des nombres alge´briques irrationnels. C’est
un phe´nome`ne important qui explique le rayonnement de cette the´orie. On verra
(au paragraphe 4.3) une autre illustration de ce phe´nome`ne a` propos du the´ore`me
d’irre´ductibilite´ de Hilbert.
Le proble`me de l’approximation rationnelle de nombres alge´briques est, nous
l’avons vu, a` l’origine de la “cre´ation” du premier nombre transcendant, par
J. Liouville en 1844. Graˆce a` (1), on peut comple´ter le tableau (2) en y ajoutant
n’importe quel nombre alge´brique irrationnel α sur la premie`re ligne et le degre´ de
α sur la seconde. Mais, comme on l’a vu, on voudrait remplacer κ par un exposant
infe´rieur au degre´ d (en supposant d > 2). Le premier e´nonce´ dans cette direction
est celui de A. Thue en 1909, qui de´montre (1) pour tout κ > (d/2) + 1 (avec
une constante C de´pendant de κ). Il utilise cette estimation pour de´montrer des
re´sultats de finitude des points entiers sur des classes d’e´quations diophantiennes :
les e´quations de Thue
F (x, y) = k, (x, y) ∈ Z2, (3)
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ou` F est un polynoˆme homoge`ne (forme binaire) a` coefficients entiers ayant
au moins trois facteurs line´aires distincts (quand on le de´compose en facteurs
irre´ductibles dans C), et k est un entier non nul.
L’outil nouveau introduit par Thue est une construction d’une fonction
auxiliaire : alors que Liouville travaillait avec le polynoˆme minimal du nombre
alge´brique α, Thue construit un polynoˆme en deux variables X2Q(X1) − P (X1)
et utilise deux approximations p1/q1 et p2/q2 de α. La me´thode due a` Thue a e´te´
e´tendue par K. Mahler pour re´soudre des e´quations de la forme
F (x, y) = pz11 · · · pztt , (4)
(e´quation de Thue-Mahler), ou` F ∈ Z[X,Y ] est un polynoˆme homoge`ne ayant
au moins trois facteurs distincts (dans C[X,Y ]), p1, . . . , pt sont des nombres
premiers fixe´s, les inconnues x, y, z1, . . . , zt e´tant des entiers rationnels tels que
pgcd(x, y, p1, . . . , pt) = 1. Pour cela, Mahler introduit des arguments p-adiques
qui permettent aussi de traiter des e´quations ou` les inconnues ne prennent pas
ne´cessairement des valeurs entie`res, mais peuvent prendre des valeurs dont les
de´nominateurs ont tous leurs facteurs premiers dans un ensemble S fixe´ de nombres
premiers : ce sont des S-entiers (voir § 1.4).
Le proble`me de l’ame´lioration de l’exposant κ dans l’ine´galite´ (1) a fait l’objet
de plusieurs me´thodes. Celle qui a donne´ le meilleur exposant est la me´thode de
Thue, Siegel, Dyson, Schneider, Mahler, Gel’fond et Roth : Pour tout ' > 0, on
peut remplacer κ par 2 + ' dans (1) ; c’est le the´ore`me de Thue-Siegel-Roth, dont
on aura l’occasion de reparler, et qui s’e´nonce pre´cise´ment :
• The´ore`me de Thue-Siegel-Roth. Pour tout nombre alge´brique irrationnel
α et pour tout ' > 0, il existe une constante C(α, ') > 0 telle que, pour tout
nombre rationnel p/q, ∣∣∣∣α− pq
∣∣∣∣ ≥ C(α, ')q2+& .
Le proble`me de remplacer q2+& par une fonction de q croissant moins vite est
entie`rement ouvert ; on doit a` S. Lang notamment quelques spe´culations sur ce
proble`me (les nombres alge´briques devraient se comporter comme “presque tous”
les nombres re´els). Il est lie´ aux proprie´te´s du de´veloppement en fraction continue
d’un nombre alge´brique de degre´ > 2 :
• Existe-t-il au moins un nombre alge´brique de degre´ supe´rieur ou e´gal a` trois
dont les quotients partiels (dans son de´veloppement en fraction continue)
soient borne´s ?
• Existe-t-il au moins un nombre alge´brique de degre´ supe´rieur ou e´gal a` trois
dont les quotients partiels ne soient pas borne´s ?
Evidemment, une au moins de ces deux questions admet une re´ponse positive,
mais, malgre´ quelques travaux re´cents (par E. Bombieri, J. Vaaler et A.J. van der
Poorten notamment), on ne connaˆıt aucune des deux re´ponses !
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La me´thode d’approximation de Thue a e´te´ e´tendue au cas des corps de
nombres par C.L. Siegel. Celui-ci utilisa son e´nonce´ pour montrer que, sur toute
courbe alge´brique de genre ≥ 1, il n’y a qu’un nombre fini de points entiers. Dans
sa de´monstration, Siegel (implicitement) montre que l’e´quation, qui devait eˆtre
baptise´e plus tard e´quation en unite´s en deux inconnues (voir §1.4)
a1u1 + a2u2 = 1, (5)
ou` a1 et a2 sont deux e´le´ments non nuls d’un corps de nombres K, tandis que
les inconnues u1, u2 prennent leurs valeurs dans le groupe des unite´s de K, n’a
qu’un nombre fini de solutions. Siegel re´duisit (5) a` un nombre fini d’e´quations
b1xn1 + b2xn2 = 1 sur K en observant que pour tout n ≥ 3 fixe´, toute unite´ u
de K peut s’e´crire sous la forme vxn avec des unite´s v et x dans K telles que v
appartienne a` un sous-ensemble fini de K. On verra inversement, au paragraphe
1.4, que toute e´quation de Thue peut eˆtre ramene´e a` un nombre fini d’e´quations
en unite´s. Dans les anne´es 60, S. Lang a e´te´ le premier a` introduire explicitement
l’e´quation (5) et a` mettre en e´vidence son importance pour les applications.
L’ineffectivite´ du the´ore`me de Thue-Siegel-Roth est parfois bien contrariante.
En voici un exemple. Quand k est un entier ≥ 2, le proble`me de Waring consiste a`
de´terminer l’entier minimal g = g(k) tel que tout entier soit somme de g puissances
k-ie`mes. On conjecture la formule
g(k) = 2k +
[
(3/2)k
]− 2, (6)
ou` [ ] de´signe la partie entie`re. En 1957, K. Mahler a montre´ que ce re´sultat e´tait
vrai pour k suffisamment grand, mais on ne sait pas a` partir de quelle valeur de
k la formule est valide. La question d’approximation diophantienne sous-jacente
est la suivante : en de´signant, pour x ∈ R, par ‖x‖ = minn∈Z |x− n| la distance a`
l’entier le plus proche, alors pour k ≥ 5 la relation (6) est vraie de`s que
‖(3/2)k‖ > (3/4)k. (7)
On peut facilement ve´rifier (7) pour les petites valeurs de k. Afin d’e´tablir
(7) quand k est grand, Mahler utilise un the´ore`me de Ridout, qui est une
version p-adique (e´galement non effective) du the´ore`me de Thue-Siegel-Roth. Des
estimations effectives non triviales, mais plus faibles que (7), ont e´te´ e´tablies
par A. Baker et J.H. Coates en 1975, puis dans les anne´es 90 par F. Beukers,
L. Habsieger, A. Dubickas et M.A. Bennett. Mais pour comple´ter la ve´rification
de (7), il reste un trou dont on ne sait pas estimer l’ampleur.
La me´thode de Thue-Siegel-Roth a quand meˆme permis d’obtenir des mesures
d’irrationalite´ effectives pour les nombres alge´briques de degre´ ≥ 3. A. Schinzel en
1967, puis H. Davenport l’anne´e suivante, avaient observe´ que la de´monstration
de Thue donnait un re´sultat effectif a` une exception pre`s au sens suivant : pour
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un nombre alge´brique α donne´, il y a au plus un nombre rationnel p/q tel que
|α− p/q| soit tre`s petit.
Dans un premier temps, cette remarque va eˆtre de´veloppe´e en vue de donner
des majorations non pas des solutions elles-meˆmes, mais du nombre de solutions.
C.L. Siegel a lui-meˆme donne´ de telles bornes, et elles seront raffine´es de manie`re
spectaculaire durant la pe´riode qui nous inte´resse. Ce type de re´sultats ne´cessite
des estimations pre´cises pour divers objets alge´briques, tels que le discriminant
ou le re´gulateur de corps de nombres, et ces bornes ont fait l’objet de travaux de
V.G. Sprindzˇuk, J.H. Evertse, K. Gyo˝ry, J.H. Silverman. . .
En 1984, J.H. Evertse donne la borne supe´rieure 3 × 73d pour le nombre de
solutions de l’e´quation (5), d de´signant le degre´ du corps de nombres K. Graˆce
a` ce re´sultat, il montre que si F ∈ Z[X,Y ] est une forme binaire irre´ductible de
degre´ n ≥ 3, le nombre de solutions de l’e´quation (3) est majore´ par une constante
explicite qui ne de´pend que de n et du nombre de facteurs premiers de k. Par
exemple, pour n = 3 (F est une forme cubique), l’e´quation de Thue F (x, y) = 1
a au plus 12 solutions. Pour obtenir son e´nonce´ ci-dessus concernant l’e´quation
(5), il se rame`ne d’abord a` une e´quation de la forme ax3 − by3 = c sur un corps
de nombres, puis il utilise des approximants de Pade´ (cf. § 1.5). De nombreux
autres travaux seront ensuite consacre´s a` de telles questions, en particulier par
W.M. Schmidt, E. Bombieri et J. Mueller. On dispose maintenant de bornes
explicites, pour le nombre de solutions d’e´quations (3) et (4) qui sont polynomiales
en le degre´ de F . De plus, d’apre`s un the´ore`me de J.H. Evertse et K. Gyo˝ry, il
n’existe, a` e´quivalence pre`s, qu’un nombre fini de formes binaires irre´ductibles
F ∈ Z[X,Y ] de degre´ fixe´ n ≥ 3 et de corps de de´composition e´galement fixe´ pour
lesquels (3) admette plus de 2 solutions non proportionnelles.
La premie`re ame´lioration effective du the´ore`me de Liouville et la premie`re
borne explicite pour les solutions de l’e´quation de Thue ont e´te´ e´tablies par
A. Baker. Ces re´sultats seront pre´sente´s avec la me´thode de Gel’fond-Baker et
ses applications au paragraphe 5.
Un autre de´veloppement des remarques de Schinzel et Davenport viendra
ensuite. L’ine´galite´ (1) demeurait ineffective pour κ <d tant qu’on ne connaissait
pas de tre`s bonne approximation de α (correspondant a` un tre`s grand quotient
partiel dans le de´veloppement en fraction continue de α). Apre`s des travaux de
G.V. Chudnovsky, c’est principalement E. Bombieri (seul, puis en collaboration
avec J. Mueller, A.J. van der Poorten, P.B. Cohen. . . ) qui a cherche´ a` affaiblir
la contrainte sur cette approximation exceptionnelle. En 1982, il utilise le lemme
de Dyson (version ante´rieure du lemme de Roth, mais dont la de´monstration est
alge´brique, alors que celle de Roth est diophantienne), et construit les premiers
exemples ad hoc de nombres alge´briques α pour lesquels il existe une approx-
imation rationnelle p/q suffisamment bonne (le couple (α, p/q) lui sert d’ancre)
pour qu’il puisse donner une ame´lioration a` l’ine´galite´ de Liouville pour ce nombre
α. En remplac¸ant le lemme de Dyson par un raffinement de C. Viola, il e´tend
en 1993 cet argument aux racines de nombres rationnels, et plus ge´ne´ralement a`
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l’approximation, par les e´le´ments d’un corps de nombres K, des racines r
√
a des
e´le´ments a de K. Un petit de´tour par une e´quation de Thue lui permet finale-
ment d’ame´liorer l’exposant de Liouville pour tous les nombres alge´briques de
degre´ ≥ 3. L’estimation qu’il obtient ainsi est comparable en qualite´ avec celle
obtenue pre´ce´demment par A. Baker et N.I. Fel’dman (voir §5). Dans un tra-
vail plus re´cent de E. Bombieri et P.B. Cohen, un analogue non archime´dien est
donne´, et la de´monstration emploie les de´terminants d’interpolation de M. Laurent
(utilise´s de´ja` dans ce contexte par P. Corvaja) a` la place du lemme de Thue-Siegel
(principe des tiroirs).
1.4 Le the´ore`me des sous-espaces de Schmidt
Le the´ore`me d’approximation rationnelle de Thue-Siegel-Roth dont nous
avons parle´ a e´te´ e´tendu par W.M. Schmidt en un re´sultat d’approximation simul-
tane´e de plusieurs nombres alge´briques. Par un lemme de transfert, il est e´quivalent
d’e´noncer le re´sultat en termes de minoration de combinaisons line´aires de nom-
bres alge´briques a` coefficients entiers. Voici les deux formulations, dans lesquelles
δ est un nombre positif arbitraire, et α1, . . . ,αn sont des nombres alge´briques tels
que les n+ 1 nombres 1,α1, . . . ,αn soient line´airement inde´pendants sur Q.
• Le syste`me d’ine´quations ∣∣∣∣αi − piq
∣∣∣∣ < q−1−(1/n)−δ
n’a qu’un nombre fini de solutions en entiers rationnels (p1, . . . , pn, q) avec
q > 0.
• L’ine´quation
|q1α1 + · · ·+ qnαn − p| < q−n−δ
n’a qu’un nombre fini de solutions en entiers rationnels (p, q1, . . . , qn) avec
q = max{|q1|, . . . , |qn|} > 0.
L’e´nonce´ ge´ne´ral de W.M. Schmidt (1970), qui contient les deux corollaires
pre´ce´dents (et bien plus) est le the´ore`me des sous-espaces.
• Soient δ un nombre re´el positif, L1, . . . , Lm des formes line´aires inde´pendantes
en m variables a` coefficients alge´briques. Il existe des sous-espaces vectoriels
de Rm, en nombre fini, de dimension < m, tels que tout point x =
(x1, . . . , xm) ∈ Zm ve´rifiant
|L1(x) · · ·Lm(x)| ≤| x|−δ
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appartienne a` l’un de ces sous-espaces.
Le cas m = 2 est e´quivalent au the´ore`me de Thue-Siegel-Roth (c’est-a`-dire a`
l’ine´galite´ (1) avec κ = 2 + ').
Le the´ore`me des sous-espaces de Schmidt a e´te´ ge´ne´ralise´ par H.P. Schlickewei
qui conside`re plusieurs valeurs absolues (alors que Schmidt ne conside`re qu’une
seule valeur absolue archime´dienne). Le the´ore`me des sous-espaces est un outil
puissant qui permet d’e´tablir la finitude du nombre de solutions de nombreuses
e´quations diophantiennes en un nombre arbitraire de variables. Bien que cela ne
soit pas le sujet central de ce texte, nous allons de´velopper ce the`me de manie`re
un peu de´taille´e.
Les the´ore`mes de finitude de Thue et Mahler sur les solutions des e´quations
(3) et (4) peuvent eˆtre e´tendus aux e´quations formes de´composables (en anglais
decomposable form equation)
F (x) = k, x = (x1, . . . , xm) ∈ Zm (8)
et
F (x) = pz11 · · · pztt , x = (x1, . . . , xm, z1, . . . , zt) ∈ Zm+t, (9)
quand F (X) ∈ Z[X1, . . . , Xm] est une forme de´composable, c’est-a`-dire un
polynoˆme homoge`ne qui se de´compose en produit de facteurs line´aires sur une ex-
tension finie de Q, tandis que p1, . . . , pt sont des nombres premiers deux a` deux dis-
tincts, avec pgcd(x1, . . . , xm, p1 · · · pt) = 1. L’e´quation (8) prend le nom d’e´quation
normique (en anglais norm form equation) si F est de la forme
F (X) = NK/Q(α1X1 + · · ·+ αnXn),
ou` K est un corps de nombres et α1, . . . ,αn sont des e´le´ments Q-line´airement
inde´pendants de K.
En 1971, W.M. Schmidt a obtenu un crite`re ge´ne´ral pour qu’une e´quation
normique n’ait qu’un nombre fini de solutions. Encore plus ge´ne´ralement, il a
donne´ une description de la structure de l’ensemble des solutions d’une e´quation
normique, en montrant qu’elles se re´partissent en un nombre fini de familles. Ces
re´sultats ont e´te´ e´tendus par H.P. Schlickewei aux e´quations normiques et par
M. Laurent aux corps de nombres alge´briques. Le crite`re de finitude (resp. le fait
que les solutions se re´partissent en un nombre fini de familles) a e´te´ ge´ne´ralise´ par
J.H. Evertse et K. Gyo˝ry (1988) (resp. K. Gyo˝ry (1993)), aux e´quations formes
de´composables quelconques (8) et (9) sur des corps de nombres. Aucun de ces
re´sultats n’est effectif : par exemple, quand on sait de´montrer par ces arguments
qu’une e´quation n’a qu’un nombre fini de solutions, on ne sait pas produire un
algorithme permettant en principe de de´terminer l’ensemble de ces solutions. Dans
quelques cas importants, des versions effectives ont e´te´ obtenues par la me´thode
de Gel’fond-Baker (voir le paragraphe 5).
Quand K est un corps de nombres et S un ensemble fini de valeurs absolues
de K (contenant l’ensemble S∞ des valeurs absolues archime´diennes), un S-entier
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de K est un e´le´ment u ∈ K qui ve´rifie |u|v ≤ 1 pour toute valeurs absolue v de K
qui n’est pas dans S. Ces e´le´ments forment un anneau, l’anneau des S-entiers de
K, et les e´le´ments inversibles de cet anneau sont les S-unite´s de K et le groupe
des S-unite´s de K est forme´ des e´le´ments u ∈ K qui ve´rifient
|u|v = 1 pour tout v (∈ S.
Quand S = S∞, cet anneau (resp. ce groupe) n’est autre que l’anneau des entiers
de K (resp. le groupe des unite´s de K). Dans les re´sultats pre´ce´dents de Laurent,
Evertse et Gyo˝ry, les inconnues x1, . . . , xm peuvent eˆtre prises dans un anneau de
S-entiers d’un corps de nombres.
Le the´ore`me des sous-espaces a de remarquables applications aux e´quations
en unite´s et aux e´quations en S-unite´s. Une e´quation de la forme
a1u1 + · · ·+ anun = 1, (10)
ou` a1, . . . , an sont des e´le´ments non nuls donne´s d’un corps de nombres K, tandis
que les inconnues u1, . . . , un sont des S-unite´s du corps K, est appele´e e´quation
en S-unite´s en n variables. Quand S = S∞, on dit simplement e´quation en
unite´s. Pour la re´soudre, on peut se limiter a` ne conside´rer que les solutions
non de´ge´ne´re´es, c’est-a`-dire telles qu’aucune sous-somme de a1u1 + · · · + anun
ne s’annule.
En 1977, E. Dubois et G. Rhin d’une part, H.P. Schlickewei de l’autre,
montrent que pour tout entier n ≥ 2, et pour tout ensemble S = {p1, . . . , pt}
de nombres premiers, l’e´quation diophantienne
x1 + · · ·+ xn = 0
n’a qu’un nombre fini de solutions non de´ge´ne´re´es en entiers rationnels x1, . . . , xn
premiers entre eux deux a` deux qui sont des S-unite´s. En 1982, J.H. Evertse
d’une part, A.J. van der Poorten et H.P. Schlickewei de l’autre, e´tendent cet
e´nonce´ aux e´quations (10). Ils montrent qu’il n’y a qu’un nombre fini de solutions
non de´ge´ne´re´es. Beaucoup d’applications en ont e´te´ donne´es, par exemple, a`
l’e´tude de suites re´currentes line´aires, ou encore a` des questions de ge´ome´trie
diophantienne (solution d’une conjecture de S. Lang par M. Laurent et travaux
de C. Viola, E. Bombieri, G. Faltings, P. Vojta. . . ). En cette fin du XXe`me
sie`cle, les avance´es les plus prometteuses concernant la the´orie des approximations
diophantiennes proviennent des travaux de P. Vojta et G. Faltings sur le the´ore`me
de Thue-Siegel-Roth-Schmidt ; les conse´quences de ces travaux dans le domaine
des approximations diophantiennes n’ont pas fini d’eˆtre exploite´es.
Quand n = 2, la me´thode de Gel’fond-Baker fournit des re´sultats effectifs
(et meˆme explicites — voir le paragraphe 5 ci-dessous) pour l’e´quation (10). Mais,
de`s que n ≥ 3, le re´sultat n’est pas effectif : on ne connaˆıt pas de borne pour les
solutions. Un des proble`mes ouverts les plus importants est de donner une borne
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effective pour les solutions non de´ge´ne´re´es en S-unite´s u1, . . . , un de l’e´quation
u1 + · · ·+ un = 1.
En 1988, J.H. Evertse et K. Gyo˝ry ont de´montre´ que l’e´tude des e´quations en
S-unite´s (10) et celle des e´quations formes de´composables sur un corps de nombres
e´taient e´quivalentes au sens suivant. Toute solution (u1, . . . , un) de l’e´quation (10)
est une solution en S-entiers de l’e´quation de´composable
u1 · · ·un(a1u1 + · · ·+ anun) = e,
ou` e est une S-unite´ (inconnue) dans K. Re´ciproquement, si F (X) est une forme
de´composable ayant des facteurs line´aires )1(X), . . . , )n(X) a` coefficients dans K,
alors pour toute solution x = (x1, . . . , xm) en S-entiers de l’e´quation F (x) = e,
ou` e est une S-unite´ (inconnue) de K, on a )i(x) = biui, ou` bi appartient a`
un sous-ensemble fini fixe´ de K et ui est une S-unite´ (1 ≤ i ≤ n). Supposons
n > m. Alors il existe des constantes c1, . . . , cn, non toutes nulles, telles que
c1)1(X)+ · · ·+ cn)n(X) = 0. On obtient ainsi une e´quation homoge`ne en S-unite´s
(c1b1)u1 + · · ·+ (cnbn)un = 0,
en les inconnues u1, . . . , un. Pour les e´quations de Thue (3) ou de Thue-Mahler (4),
cet argument conduit a` une e´quation (5) en unite´s ou en S-unite´s respectivement,
en deux variables seulement.
Ce lien entre les e´quations formes de´composables et les e´quations en unite´s
s’est re´ve´le´ tre`s utile pour e´tudier chacune de ces deux classes d’e´quations.
L’outil fondamental de la de´monstration de tous ces re´sultats est, nous
l’avons vu, le the´ore`me des sous-espaces de Schmidt et sa ge´ne´ralisation par
Schlickewei aux valeurs absolues p-adiques et aux corps de nombres. Ces outils
ont donc e´te´ forge´s au de´but des anne´es 70. C’est seulement en 1989 qu’intervient
le progre`s significatif suivant, quand W.M. Schmidt re´ussit a` e´tablir une version
quantitative de son the´ore`me des sous-espaces, en donnant une borne explicite
pour le nombre de sous-espaces exceptionnels. Cette remarquable perce´e va ouvrir
la voie a` la de´termination de majorations explicites pour le nombre de solutions de
vastes classes d’e´quations diophantiennes en un nombre arbitraire d’inconnues. De
nombreuses ge´ne´ralisations et ame´liorations du the´ore`me de Schmidt vont aussi
voir le jour. Leur principal objectif est de donner des bornes explicites uniformes
pour le nombre de solutions de (10). H.P. Schlickewei a ainsi donne´ une version
quantitative du the´ore`me des sous-espaces p-adiques sur les corps de nombres,
ce qui lui a permis d’obtenir les premie`res bornes explicites uniformes pour le
nombre de solutions de (10) avec n quelconque. Ses estimations ont e´te´ ensuite
sensiblement raffine´es par J.H. Evertse, qui doit e´tablir pour cela une version
explicite tre`s pre´cise du the´ore`me du produit de Faltings. Puis H.P. Schlickewei
s’est attache´ a` re´duire le nombre de parame`tres : il obtient des bornes qui ne
de´pendent que du nombre d’e´le´ments de S, du nombre n d’inconnues, et du degre´
d du corps de nombres.
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Le proble`me important e´tait ensuite d’e´liminer la de´pendance en le degre´
d, et cela a e´te´ fait conjointement par J.H. Evertse et H.P. Schlickewei. Quand
les bornes obtenues pour le nombre de solutions de (10) sont inde´pendantes du
corps de nombres K, un argument de spe´cialisation permet d’obtenir des e´nonce´s
sur un corps quelconque de caracte´ristique nulle, par exemple sur le corps C des
nombres complexes. Les re´sultats qualitatifs de finitude du nombre de solutions
d’e´quations formes de´composables (8), (9) et d’e´quations en unite´s (10) ont ainsi
e´te´ e´tendus au cas plus ge´ne´ral ou` l’anneau de base est remplace´ par un anneau
de type fini sur Z, tandis que le groupe des unite´s dans (10) est remplace´ par un
groupe multiplicatif de rang(∗) fini. Voici un exemple, obtenu conjointement par
J.H. Evertse, H.P. Schlickewei et W.M. Schmidt :
Soit G un sous-groupe de type fini de C× de rang r. Soient a1, . . . , an
des nombres complexes non nuls. Le nombre de solutions non de´ge´ne´re´es
(x1, . . . , xn) ∈ Gn de l’e´quation (10) est fini et majore´ par c(n)r+2 ou`
c(n) = exp
(
(6n)4n
)
.
Ces e´nonce´s quantitatifs donnent des bornes explicites non seulement pour le
nombre de solutions d’e´quations normiques ou d’e´quations en S-unite´s, mais
aussi pour le nombre de familles de solutions (et, quand il est fini, pour le
nombre de solutions) d’une e´quation de´composable arbitraire (travaux de K. Gyo˝ry
e´galement).
Il est inte´ressant de comparer les majorations connues concernant le nom-
bre de solutions de l’e´quation (5) avec un re´sultat de J.H. Evertse, K. Gyo˝ry,
C.L. Stewart et R. Tijdeman : si K est un corps de nombres fixe´ et S un ensemble
donne´ de valeurs absolues de K, il n’y a qu’un nombre fini (a` e´quivalence pre`s)
de couples (a1, a2) d’e´le´ments de (K×)2 tels que l’e´quation (5) ait au moins trois
solutions (u1, u2) en S-unite´s de K.
D’un autre coˆte´ on ne peut pas espe´rer de trop bonne majoration pour le
nombre de solutions d’une e´quation en S-unite´s (10) : P. Erdo˝s, C.L. Stewart et
R. Tijdeman ont montre´ qu’il existait des ensembles S de nombres premiers, dont
le nombre d’e´le´ments s n’est pas borne´, tels que l’e´quation x1+x2+x3 = 0 admette
au moins
exp
(
(4 + o(1))(s/ log s)1/2
)
solutions en S-unite´s.
Enfin les re´sultats d’approximation diophantienne de Thue, Siegel, Roth et
Schmidt ont aussi des applications “internes” en the´orie des nombres transcen-
dants. En voici deux exemples.
M. Queffe´lec montre en 1997 la transcendance du nombre dont le de´velop-
pement en fraction continue s’e´crit
[0; 1, 2, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 2, 1, . . .],
(∗) Le rang d’un groupe abe´lien est le nombre maximal d’e´le´ments line´airement
inde´pendants sur Z ; en notation multiplicative, c’est le nombre maximal d’e´le´-
ments multiplicativement inde´pendants.
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ou` la suite (dite de Thue-Morse) des quotients partiels est le point fixe de la
substitution
1→ 1 2︸︷︷︸, 2→ 2 1︸︷︷︸
sur l’alphabet {1, 2}.
K. Nishioka a utilise´ le the´ore`me de finitude de J.H. Evertse sur l’e´quation
(10) pour re´soudre une conjecture de D.W. Masser :
• On conside`re la fonction f(z) = ∑k≥0 zk!. Si α1, . . . ,αn sont des nombres
complexes alge´briques ve´rifiant 0 < |αi| < 1, (1 ≤ i ≤ n) tels qu’aucun des
quotients αi/αj , (1 ≤ i (= j ≤ n) ne soit racine de l’unite´, alors les nombres
f (()(αi), (1 ≤ i ≤ n, ) ≥ 0)
sont alge´briquement inde´pendants.
On a de´signe´ par f (() la de´rive´e d’ordre ) de la fonction f .
1.5 Approximants de Pade´
Afin de calculer la constante C de l’ine´galite´ (1) quand κ est infe´rieur au
degre´, nous avons vu que la me´thode de Thue-Siegel demandait de disposer de´ja`
d’une tre`s bonne approximation. Une autre approche repose sur la connaissance
d’une suite re´gulie`re de bonnes approximations. Pour atteindre ce but, une
me´thode spe´cialement efficace consiste a` approcher des fonctions par des fractions
rationnelles, puis a` spe´cialiser. Les “meilleures approximations rationnelles” sont
donne´es par des approximants de Pade´ qui sont parfois explicitement connus,
comme pour les fonctions r
√
1− z, r entier positif. Cette me´thode, invente´e par
A. Thue en 1918, ne convient pas pour tous les nombres alge´briques mais, quand
elle s’applique, elle donne des re´sultats performants. En 1964, A. Baker a ainsi
obtenu la premie`re ame´lioration effective (et meˆme explicite) de l’exposant de
Liouville pour le nombre 3
√
2 ; pour pouvoir mettre en œuvre cette me´thode, il faut
disposer de´ja` d’une bonne approximation ; ici, 5/4 est une bonne approximation
rationnelle de 3
√
2 = 1.25 . . ., ce qui correspond au fait que la diffe´rence 27−53 = 3
est “petite”.
Toute me´thode qui permet d’ame´liorer l’ine´galite´ de Liouville permet aussi
de re´soudre des e´quations diophantiennes. C’est ainsi que des familles d’e´quations
de degre´ 3, 4, 5 ou 6, ont e´te´ explicitement re´solues. Nous reviendrons sur cette
question au Chapitre 5, en liaison avec la me´thode de Gel’fond-Baker.
F. Beukers, G.V. Chudnovsky puis M.A. Bennett et P. Voutier ont contribue´
a` de´velopper cette approche. Ainsi F. Beukers, puis M. Bennett, ont obtenu des
minorations pre´cises de ‖(1+(1/N))k‖ (distance a` l’entier le plus proche). Comme
on l’a vu, le cas N = 2 est particulie`rement important pour le proble`me de Waring.
L’e´tude du syste`me d’e´quations de Pell simultane´es
x2 − az2 = y2 − bz2 = 1
Michel Waldschmidt 18
(quand a et b sont deux entiers rationnels distincts et non nuls, les inconnues x, y, z
e´tant des entiers > 0) a e´te´ commence´e par W.S. Anglin en 1995, et poursuivie
l’anne´e suivante par D.W. Masser et J.H. Rickert, puis par M.A. Bennett. On sait
maintenant qu’il a au plus trois solutions, et on connaˆıt des exemples avec deux
solutions, tels que
x2 − 3z2 = y2 − 3329z2 = 1
qui admet les solutions (x, y, z) = (2, 28, 1) et (97, 1567, 56). De tels re´sultats
se de´montrent a` l’aide d’approximants de Pade´, mais il faut aussi des e´nonce´s
pre´cis sur l’e´cart entre les solutions (gap principle). Le re´sultat de J.H. Rickert
sur les e´quations de Pell simultane´es a permis a` I. Wakabayashi de re´soudre
explicitement une famille d’e´quations de Thue de degre´ 4 : si a est un entier
≥ 8, les seules solutions (x, y) primitives (i.e. premie`res entre elles) en nombres
entiers de l’ine´galite´
|x4 − a2x2y2 + y4| ≤ a2 − 2
sont “triviales”, au sens ou` l’un au moins des deux nombres x, y appartient a`
{0, 1,−1}.
C’est par cette me´thode que G. Rhin et Ph. Toffin obtiennent en 1986 une
minoration de combinaisons line´aires de logarithmes :
• Pour b0, b1 et b2 entiers rationnels tels que le nombre B = max{|b1|, |b2|}
ve´rifie B ≥ 2, on a
|b0 + b1 log 2 + b2 log 3| ≥ B−13.3.
Les approximants de Pade´ ont e´te´ utilise´s aussi pour e´tudier les valeurs de la
fonction dilogarithme :
L2(z) = −
∫ z
0
log(1− t) dt
t
=
∞∑
n=1
zn
n2
.
Pour q entier suffisamment grand, L2(1/q) est irrationnel (W. Maier, E.M. Ni-
kishin, G.V. Chudnovsky, M. Hata, M. Huttner), et on connaˆıt aussi des mesures
d’irrationalite´. Suivant M. Huttner, on peut espe´rer re´soudre ainsi le proble`me de
l’irrationalite´ de nombres tels que pi2/ log 2, ou bien
L2(1/2) =
pi2
12
− 1
2
(log 2)2,
ou encore de la constante de Catalan
∞∑
n=0
(−1)n
(2n+ 1)2
.
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Ce sont encore les approximants de Pade´ qui conduisent a` de bonnes mesures
d’irrationalite´ de logarithmes et de certaines de leurs combinaisons line´aires (y
compris certains re´sultats e´nonce´s au paragraphe 1.1). Cette me´thode a encore
permis a` A. Dubickas de conside´rer non seulement la distribution des puissances
de nombres rationnels, mais aussi la distance a` l’entier le plus proche de nombres
de la forme (B/Ak1) + · · ·+ (B/Akm).
1.6 Nombres de Fibonacci
Pour conclure ce chapitre de´die´e a` l’irrationalite´, citons quelques re´sultats
concernant la suite de Fibonacci
Fn+2 = Fn+1 + Fn, F0 = 0, F1 = 1,
dus a` P. Erdo˝s, R. Andre´-Jeannin, C. Badea, J. Sa´ndor, P. Bundschuh, P.G. Becker,
T. To¨pfer, D. Duverney, K. et K. Nishioka, I. Shiokawa. . .
Le nombre
∞∑
n=1
1
FnFn+2
= 1
est rationnel, tandis que les nombres
∞∑
n=0
1
F2n
=
7−√5
2
,
∞∑
n=1
(−1)n
FnFn+1
=
1−√5
2
,
et
∞∑
n=1
1
F2n−1 + 1
=
√
5
2
,
sont alge´briques irrationnels. On sait que les nombres
∞∑
n=0
1
Fn
et
∞∑
n=1
1
Fn + Fn+2
sont irrationnels, mais on ignore s’ils sont transcendants. En revanche on sait que
les nombres
∞∑
n=0
1
F2n−1
,
∞∑
n=0
1
F 2n
,
∞∑
n=0
(−1)n
F 2n
,
∞∑
n=0
n
F2n
et
∞∑
n=0
1
F2n+1
sont transcendants. Ce petit inventaire montre combien il est difficile de pre´dire
la nature arithme´tique d’un nombre de cette forme !
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2. Autour de la me´thode de Mahler
Par de´finition, un nombre transcendant sort du cadre de la the´orie alge´brique
des nombres ; il fait intervenir de l’analyse. Le proble`me central de la the´orie
est de de´cider quelles valeurs de fonctions analytiques — non polynomiales —
sont alge´briques. Une fonction entie`re (resp. me´romorphe) dans C ou dans Cn qui
n’est pas un polynoˆme (resp. qui n’est pas une fraction rationnelle) est appele´e
transcendante.
2.1 Fonctions entie`res arithme´tiques
La de´monstration par Hermite de la transcendance de e, puis par Lindemann
de celle de pi, utilise de fac¸on essentielle l’e´quation diffe´rentielle f ′ = f ve´rifie´e par
la fonction exponentielle f(z) = ez. Plus ge´ne´ralement :
• The´ore`me de Hermite-Lindemann. Si β est un nombre alge´brique non
nul, alors le nombre eβ est transcendant.
On aimerait disposer de re´sultats ge´ne´raux disant qu’une fonction entie`re tran-
scendante f prend “ge´ne´ralement” des valeurs transcendantes en des points
alge´briques. K. Weierstraß avait, semble-t-il, fait des tentatives dans cette direc-
tion avant de s’apercevoir qu’il existait des fonctions entie`res transcendantes qui
prennent, en tout point alge´brique α, une valeur alge´brique (on peut meˆme im-
poser f(α) ∈ Q(α), avec, en plus, un ordre de croissance aussi faible que l’on veut
pour f). Pour obtenir des e´nonce´s ge´ne´raux, on est ainsi amene´ a` restreindre le
proble`me.
En 1914, G. Po´lya e´tudie les fonctions entie`res f dont les valeurs aux points
de N = {0, 1, 2, . . .} sont entie`res (dans Z) ; il montre en particulier que si une telle
fonction f ve´rifie
lim sup
R→∞
1
R
log |f |R < log 2,
ou` |f |R = sup|z|=R |f(z)|, alors f est un polynoˆme. Ainsi 2z est la “plus petite”
fonction entie`re transcendante a` valeurs entie`res aux points entiers ≥ 0. En 1929,
A.O. Gel’fond e´tudie les fonctions entie`res a` valeurs entie`res aux points de Z[i] :
si une telle fonction f ve´rifie
lim sup
R→∞
1
R2
log |f |R < γ,
alors f est un polynoˆme. La constante γ calcule´e par Gel’fond e´tait tre`s petite.
D.W. Masser a montre´ qu’elle e´tait obligatoirement ≤ pi/(2e). Ce n’est qu’en 1981
que F. Gramain de´montre que le re´sultat de Gel’fond est vrai avec γ = pi/2e.
La fonction epiz e´tablit un lien avec le septie`me proble`me de Hilbert, qui
comportait comme cas particulier la question de la transcendance de epi, et qui a
e´te´ comple`tement re´solu en 1934 par Gel’fond et Schneider :
• The´ore`me de Gel’fond-Schneider. Si α et β sont deux nombres alge´-
briques avec α (= 0 et β (∈ Q, et si logα (= 0 est une de´termination non
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nulle du logarithme complexe de α, alors le nombre αβ = exp(β logα) est
transcendant.
Au lieu de chercher des e´nonce´s valables pour toutes les fonctions transcendantes,
on peut aussi se restreindre, dans la question de Weierstraß, a` des fonctions
“spe´ciales”. En 1929, C.L. Siegel a introduit deux classes de fonctions, qu’il appelle
E-fonctions et G-fonctions, pour lesquelles les me´thodes transcendantes (de´rive´es
de celles de Hermite, Lindemann et Weierstraß) s’appliquent. Nous reviendrons
sur cette the´orie un peu plus loin (§4). La me´thode de Gel’fond-Schneider (§3)
conduit a` d’autres crite`res, dont voici l’un des plus simples :
• Crite`re de Schneider-Lang. Soient f1, . . . , fk des fonctions me´romorphes
dans C et K un corps de nombres. On suppose que deux au moins des
fonctions fi, (i = 1, . . . , k), sont alge´briquement inde´pendantes sur K et
que les de´rive´es f ′i = (d/dz)fi, (1 ≤ i ≤ k), appartiennent a` l’anneau
K[f1, . . . , fk]. Alors l’ensemble des nombres complexes s, qui ne sont poˆles
d’aucune des fonctions fi, et tels que les valeurs fi(s), pour 1 ≤ i ≤ k, soient
dans K, est fini.
2.2 E´quations fonctionnelles
Un autre point de vue est de´veloppe´ par K. Mahler en 1929 et 1930 :
il n’y a plus d’e´quations diffe´rentielles, mais des e´quations fonctionnelles. Ces
travaux avaient e´te´ un peu oublie´s (c’est la principale omission du rapport de
N.I. Fel’dman et A.B. Sˇidlovski˘ı – par ailleurs tre`s complet – sur la the´orie
des nombres transcendants jusqu’en 1968, comportant 440 re´fe´rences). Or, cette
me´thode de Mahler a joue´ un roˆle important dans la the´orie, en particulier tre`s
re´cemment.
Le point de de´part de K. Mahler est l’e´tude de la transcendance des valeurs
de fonctions solutions de certaines e´quations fonctionnelles. Le premier volume du
Journal of Number Theory en 1969 contient un article ou` il rappelle la me´thode
qu’il a invente´e quelque trente ans plus toˆt et ou` il lance un appel a` une e´tude plus
approfondie de ses possibilite´s.
A` la suite de cet appel, plusieurs mathe´maticiens ont de´veloppe´ cette
me´thode, notamment K. Kubota, J.H. Loxton et A.J. van der Poorten, dans un
premier temps, K. Nishioka, P.G. Becker, M. Amou et T. To¨pfer ensuite.
Voici quelques exemples de telles fonctions, et de nombres que la me´thode de
Mahler permet de conside´rer.
Si d est un entier rationnel ≥ 2, la fonction
f(z) =
∞∑
k=0
zd
k
prend, en tout point alge´brique α dans le disque pointe´ 0 < |α| < 1, une valeur
f(α) transcendante (pour d = 2, il s’agit de la se´rie de Fredholm). Cette fonction
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f ve´rifie f(zd) = f(z)− z, et la me´thode de Mahler s’applique plus ge´ne´ralement
aux e´quations fonctionnelles de la forme f(zd) = R
(
z, f(z)
)
, ou` R est une fraction
rationnelle a` coefficients alge´briques.
La suite du papier plie´ e´tudie´e par M. Dekking, M. Mende`s France et A.J. van
der Poorten a pour se´rie ge´ne´ratrice une fonction f ve´rifiant
f(z)− f(z2) = z
1− z4 .
Une solution de l’e´quation fonctionnelle f(z) = (1 − z)f(z2) est donne´e par la
fonction
f(z) =
∞∏
k=0
(1− z2k) =
∞∑
n=0
a(n)zn,
ou` a(n) est la suite de Morse, de´finie de la manie`re suivante : a(n) = 1 si le nombre
de chiffres 1 dans le de´veloppement de n en base 2 est pair, et a(n) = −1 sinon.
De nouveau, pour α ∈ C dans le domaine 0 < |α| < 1, l’un au moins des deux
nombres α, f(α) est transcendant.
La transcendance du nombre
∞∑
k=0
1
F2k+1
(ou` Fn est la suite de Fibonacci) a e´te´ de´montre´e par P.G. Becker et T. To¨pfer en
utilisant une fonction f ve´rifiant l’e´quation fonctionnelle
f(z) = f(z2) +
α−1z
1 + α−2z2
, (α = (1 +
√
5)/2).
Les nombres dont la transcendance peut eˆtre obtenue par la me´thode de Mahler
sont bien approche´s par des nombres alge´briques — pas suffisamment bien cepen-
dant pour que l’on puisse appliquer directement des re´sultats d’approximation
comme l’ine´galite´ de Liouville.
La me´thode de Mahler s’e´tend facilement en plusieurs variables. Elle per-
met aussi d’obtenir des re´sultats ge´ne´raux d’inde´pendance alge´brique. Enfin elle
conduit a` des e´nonce´s d’approximation tre`s pre´cis : mesures de transcendance ou
d’inde´pendance alge´brique (en plus des auteurs de´ja` cite´s, mentionnons A.I. Ga-
lochkin, W. Miller, S.M. Molchanov, A.Y. Yanchenko, Yu.V. Nesterenko. . . ).
Une me´thode d’e´limination de Yu.V. Nesterenko permet de re´soudre de
manie`re satisfaisante les proble`mes d’inde´pendance alge´brique de valeurs de fonc-
tions de Mahler en une variable ; mais elle n’est pas aussi efficace en dimension
supe´rieure, ou` les re´sultats de K. Kubota n’ont e´te´ ame´liore´s que re´cemment par
K. Nishioka.
Un lemme de ze´ros de D.W. Masser s’est re´ve´le´ efficace pour e´tudier la
nature arithme´tique de valeurs de fonctions de Mahler en plusieurs variables. Mais
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il ne donne pas d’e´nonce´ quantitatif. Pour obtenir des mesures de transcendance
et d’inde´pendance alge´brique, K. Nishioka a duˆ raffiner le lemme de ze´ros de
Masser, et ce raffinement a e´te´ utilise´ aussi par M. Amou, P.G Becker, T. To¨pfer
et P. Philippon.
Une approche “axiomatique” de la me´thode a fait l’objet de travaux de
F. Gramain, M. Mignotte, et, plus re´cemment, de P. Philippon qui introduit une
notion de K-fonctions (comple´tant la me´nagerie des G-fonctions et E-fonctions
de Siegel).
2.3 Fractals et syste`mes dynamiques
Voici une application de la me´thode de Mahler concernant une question
provenant de la the´orie des syste`mes dynamiques. Ce lien apparaˆıt a` la suite des
travaux de A. Douady et J. Hubbard en 1982, qui de´montrent que l’ensemble de
Mandelbrot M est connexe. Cet ensemble M est de´fini en ite´rant le polynoˆme
Pc(z) = z2 + c, pour c ∈ C ; si on de´signe par P (k)(z) = P (k−1)
(
P (z)
)
le
k-ie`me ite´re´ d’un polynoˆme P , alors M est l’ensemble des c ∈ C tels que
P (k)c (0) ne tende pas vers l’infini avec k. Douady et Hubbard ont construit une
application analytique ϕ sur le comple´mentaire de M dans la sphe`re de Riemann,
a` valeurs dans le comple´mentaire du disque unite´. Le polynoˆme P e´tant unitaire,
on peut e´crire le de´veloppement a` l’infini d’une telle application sous la forme
ϕ(z) = z+ c0+ c1/z+ · · ·. En 1993, P.G. Becker et W. Bergweiler ont sugge´re´ que
la me´thode de Mahler permettrait de de´montrer la transcendance de ϕ(α) pour
tout nombre alge´brique α qui n’est pas dans M. Ce re´sultat a en effet e´te´ e´tabli
par Kumiko Nishioka en 1996, en faisant intervenir une e´quation fonctionnelle de
la forme
f(z2) =
f(z)
αf(z)2 + 1
,
avec α alge´brique, et en utilisant un re´sultat de Keiji Nishioka sur la transcendance
de fonctions de Mahler.
Les e´quations fonctionnelles de Mahler interviennent aussi en the´orie des
quasi-cristaux (travaux de E. Bombieri et J.E. Taylor notamment).
2.4 Fonctions modulaires
Dans son article de 1969, K. Mahler propose le proble`me de la transcendance
du nombre J(q), pour q alge´brique dans le disque pointe´ {q ∈ C ; 0 < |q| < 1}, ou`
J est l’invariant modulaire
J(q) =
(
1 + 240
∞∑
n=1
n3qn
1− qn
)3
q
∏
n≥1
(1− qn)24
=
1
q
+ 744 + 196884q + 21493760q2 + 864299970q3 + · · ·
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Cet objectif est atteint en 1995 quand une e´quipe ste´phanoise (compose´e de
K. Barre´-Sirieix, G. Diaz, F. Gramain et G. Philibert) re´sout le proble`me
pose´ sur la transcendance de J(q). Ce progre`s en suscite d’autres et, en 1996,
Yu.V. Nesterenko obtient un tre`s beau the´ore`me d’inde´pendance alge´brique sur
les valeurs des se´ries d’Eisenstein :
P (z) = E2(z) = 1− 24
∞∑
n=1
nzn
1− zn ,
Q(z) = E4(z) = 1 + 240
∞∑
n=1
n3zn
1− zn ,
R(z) = E6(z) = 1− 504
∞∑
n=1
n5zn
1− zn .
• Soit q un nombre complexe ve´rifiant 0 < |q| < 1. Parmi les quatre nombres
q, P (q), Q(q), R(q),
il y en a au moins 3 qui sont alge´briquement inde´pendants sur Q.
Comme l’avait mis en e´vidence D. Bertrand de`s 1977, on en de´duit une foule de
re´sultats, un des plus remarquables e´tant l’e´nonce´ suivant :
• Les trois nombres pi, epi et Γ(1/4) sont alge´briquement inde´pendants.
On connaissait de´ja` l’inde´pendance alge´brique des deux nombres pi et Γ(1/4),
obtenue par G.V. Chudnovsky en 1976 par un de´veloppement de la me´thode de
Gel’fond dont nous allons parler maintenant. Mais l’inde´pendance alge´brique des
deux nombres pi et epi n’e´tait pas connue !
Ces travaux sur les fonctions modulaires ont leur origine dans ceux de
Th. Schneider en 1937 ; il montre que la fonction modulaire j, de´finie dans le
demi-plan supe´rieur par j(τ) = J(e2ipiτ ), prend des valeurs transcendantes quand
l’argument τ est alge´brique sans eˆtre quadratique. Cet e´nonce´ a e´te´ rendu effectif
(mesure d’approximation simultane´e) par A. Faisant et G. Philibert, et il a
e´te´ e´tendu en dimension supe´rieure par Y. Morita, R.P. Holzapfel, P.B. Cohen,
H. Shiga et J. Wolfart.
D’autres me´thodes avaient e´te´ de´veloppe´es par P. Bundschuh pour e´tudier la
nature arithme´tique de fonctions theˆta de Jacobi. Il part des fonctions introduites
par L. Tschakaloff en 1921 ∑
n≥0
znq−n(n−1)/2
solutions de l’e´quation fonctionnelle
f(z) = 1 + zf(z/q).
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Il obtient des re´sultats d’irrationalite´ (et des mesures, avec I. Shiokawa). Ces
fonctions lui servent aussi a` e´tablir l’irrationalite´ de nombres comme
0, p(1)p(2)p(3)p(4) . . . ,
quand p(x) = px, p e´tant un entier ≥ 2 (quand cette fonction p(x) est remplace´e
par un polynoˆme, K. Mahler avait obtenu un e´nonce´ de transcendance de manie`re
totalement diffe´rente — par application du the´ore`me de Ridout — ; ainsi le nombre
de D.G. Champernowne
0, 12345678910111213 . . .
est transcendant). Les premiers e´nonce´s d’irrationalite´ que P. Bundschuh a ainsi
pu obtenir pour des nombres comme∏
n≥1
(1 + 2−n),
∏
n≥1
(1− 2−n)
sont maintenant de´passe´s : le the´ore`me de Nesterenko sur les fonctions modulaires
conduit a` des re´sultats de transcendance, et meˆme d’inde´pendance alge´brique, pour
de tels nombres, ainsi que l’ont remarque´ D. Bertrand d’une part, D. Duverney,
K. et K. Nishioka et I. Shiokawa d’autre part.
C’est le moment de signaler que l’e´tude des fonctions entie`res arithme´tiques
posse`de un q-analogue : il s’agit de l’e´tude des fonctions entie`res (ou bien seulement
analytiques dans un disque, ou encore me´romorphes dans un ouvert du plan
complexe) qui prennent des valeurs entie`res (ou meˆme seulement alge´briques) en
des points de la forme qn, (n ≥ 1), quand q est un nombre complexe fixe´. C’est
encore A.O. Gel’fond qui a commence´ (en 1933), et il a e´te´ suivi par beaucoup
d’autres, parmi lesquels P. Bundschuh, F. Gramain, J-P. Be´zivin. . .
3. Me´thode de Gel’fond-Schneider :
transcendance et inde´pendance alge´brique
3.1 Inde´pendance alge´brique
Au tout de´but de la pe´riode qui nous inte´resse, A.O. Gel’fond a publie´ ses
travaux sur l’inde´pendance alge´brique. Sa de´monstration e´tait alors conside´re´e
comme e´tant tre`s complique´e. Elle utilise divers lemmes auxiliaires, abondam-
ment de´veloppe´s depuis. L’un d’eux est un lemme de ze´ros pour des polynoˆmes
exponentiels, et nous reparlerons de ce the`me plus loin (§6). Un autre est un
crite`re de transcendance dont la de´monstration, fort inge´nieuse, repose sur une
utilisation subtile du re´sultant de deux polynoˆmes en une variable. Ce re´sultant
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avait de´ja` e´te´ introduit en 1899 par E. Borel pour donner une mesure de tran-
scendance du nombre e, et par J. Koksma et J. Popken pour le nombre epi.
Des me´thodes d’e´limination plus puissantes permettent de nos jours d’e´tendre ce
lemme en un crite`re d’inde´pendance alge´brique. Le crite`re de Gel’fond a e´te´ ainsi
e´tendu par G.V. Chudnovsky, puis E. Reyssat, et surtout par Yu.V. Nesterenko
et P. Philippon. Ces derniers donnent aussi des crite`res conduisant a` des mesures
d’inde´pendance alge´brique (avec un raffinement duˆ a` E.M. Jabbouri). Par ces
meˆmes me´thodes, P. Bundschuh, T. To¨pfer, C. Jadot, E. Bedulev ont obtenu
des crite`res d’inde´pendance line´aire tre`s pre´cis. Ces outils permettent d’e´tablir
des mesures de transcendance, d’inde´pendance line´aire ou encore d’inde´pendance
alge´brique dans des cadres ge´ne´raux. Les mesures e´tablies anciennement par
A.O. Gel’fond et N.I. Fel’dman, puis par P.L. Cijsouw, E. Reyssat, G.V. Chud-
novsky par exemple, devaient eˆtre de´montre´es individuellement pour chaque
nombre conside´re´. On dispose maintenant d’e´nonce´s ge´ne´raux dans ce domaine
(travaux de R. Tubbs, M. Ably, D. Caveny par exemple).
Ces proble`mes d’inde´pendance alge´brique connaissent un regain d’inte´reˆt a`
la fin de notre sie`cle, en liaison avec une question d’approximation diophantienne.
Soit ξ un nombre re´el transcendant. On cherche a` approcher ξ par des nombres
alge´briques. Quand α est un nombre alge´brique, on note H(α) la hauteur na¨ıve ou
usuelle du nombre α, c’est-a`-dire le maximum des valeurs absolues des coefficients
du polynoˆme minimal de α sur Z. On voit facilement que pour d et H fixe´s,
l’ensemble des nombres alge´briques de degre´ ≤ d et de hauteur ≤ H est fini. La
“complexite´” d’un nombre alge´brique α de´pend donc de ces deux parame`tres :
degre´ et hauteur. On va dans un premier temps borner le degre´ et faire varier la
hauteur.
E´tant donne´ un entier n, on se demande quelle est la plus grande valeur
du parame`tre re´el λ, telle qu’il existe un nombre c > 0 pour lequel l’ine´galite´
|ξ − α| < cH(α)−λ admette une infinite´ de solutions α, avec α nombre alge´brique
re´el de degre´ ≤ n. Le principe des tiroirs de Dirichlet permet de voir que λ = 2
convient pour tout n ≥ 1, et pour n = 1 cette valeur est optimale. H. Davenport et
W.M. Schmidt ont montre´ que λ = 3 est une valeur admissible pour n ≥ 2, et c’est
optimal pour n = 2. La valeur optimale pour n ≥ 1 devrait eˆtre λ = n+1, mais le
seul e´nonce´ ge´ne´ral, duˆ a` E. Wirsing (1960), permet de prendre λ = (n/2)+(3/2).
Pour les petites valeurs de n (n ≤ 10) cela a e´te´ ame´liore´ par K. Tishchenko en
1996. Le re´sultat de Wirsing joue maintenant un roˆle inattendu en compagnie d’un
crite`re de transcendance de´montre´ par A. Durand (raffinant des crite`res ante´rieurs
de W.M. Schmidt), dans une nouvelle approche des questions d’inde´pendance
alge´brique. Les crite`res de Durand et Schmidt avaient e´te´ abondamment utilise´s
pour obtenir des re´sultats de transcendance ou d’inde´pendance alge´brique de
valeurs de se´ries lacunaires (par A. Durand et W.M. Schmidt eux-meˆmes, mais
aussi par G. Baron et E. Braune, P. Bundschuh, R. Wallisser, F. Wylegala,
W.W. Adams, Zhu Yaochen, Wang Lianxiang, Xu Guangshan, A. Petho˝. . . ).
Cependant l’utilisation qui est faite a` la fin du XXe`me sie`cle du the´ore`me de
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Wirsing et de ses avatars est bien diffe´rente : ils fournissent un substitut aux
crite`res d’inde´pendance alge´brique de Gel’fond et Philippon. En 1996, D. Roy et
M. Laurent de´montrent la variante suivante des e´nonce´s d’approximation dont il
est question, ou` le degre´ et la hauteur sont tous deux autorise´s a` varier :
• Pour tout nombre re´el transcendant θ, il existe un nombre D0 > 0 tel que,
pour tout D ≥ D0 et tout H ≥ eD, il existe un nombre alge´brique α de degre´
d = [Q(α) : Q] ≤ D et de hauteur na¨ıve H(α) ≤ H ve´rifiant
|θ − α| ≤ H(α)−cDH−cd
avec c = 10−5.
Mais revenons a` A.O. Gel’fond que nous avons abandonne´ en 1950. Un des e´nonce´s
qu’il de´montre est l’inde´pendance alge´brique des deux nombres 2
3√2 et 2
3√4 (il avait
annonce´ des re´sultats dans cette direction une quinzaine d’anne´es plus toˆt, peu
apre`s sa solution du septie`me proble`me de Hilbert). En fait la base 2 peut eˆtre
remplace´ par n’importe quel nombre alge´brique diffe´rent de 0 et de 1, et l’exposant
3
√
2 par n’importe quel irrationnel cubique β (et, bien suˆr, 3
√
4 par β2). Encore plus
ge´ne´ralement, on peut remplacer 3
√
2 par un nombre alge´brique de degre´ d ≥ 3, et
le re´sultat de A.O. Gel’fond s’e´nonce alors :
• Si α est un nombre alge´brique non nul, logα une de´termination non nulle de
son logarithme, et β un nombre alge´brique de degre´ d ≥ 3, alors parmi les
nombres
αβ ,αβ
2
, . . . ,αβ
d−1
, (11)
il y en a au moins deux qui sont alge´briquement inde´pendants.
Le proble`me de Gel’fond-Schneider consiste a` montrer que les d − 1 nombres
de la liste (11) sont alge´briquement inde´pendants : autrement dit le degre´ de
transcendance sur Q, que nous de´signerons par t, du corpsQ(αβ , . . . ,αβd−1) devrait
eˆtre d− 1. Le fait qu’il soit ≥ 1 de`s que d ≥ 2 provient du the´ore`me de Gel’fond-
Schneider, et nous venons de voir que l’on a t ≥ 2 de`s que d ≥ 3.
Dans les anne´es 70, la me´thode de Gel’fond a e´te´ de´veloppe´e de manie`re inten-
sive par de nombreux mathe´maticiens, parmi lesquels R. Tijdeman, W.D. Brow-
nawell, puis par G.V. Chudnovsky qui obtient les premiers re´sultats de grands
degre´s de transcendance : t ≥ log2(d + 1) ou` log2 de´signe le logarithme en base
2. La de´monstration de Chudnovsky est assez complique´e et a e´te´ simplifie´e graˆce
aux travaux de E. Reyssat et P. Philippon notamment. Le crite`re d’inde´pendance
alge´brique de Philippon permet a` ce dernier d’ame´liorer substantiellement la mino-
ration et de montrer t ≥ d/2. Puis Yu.V. Nesterenko montre comment cet e´nonce´
peut eˆtre obtenu sans le crite`re d’inde´pendance de Philippon. Enfin G. Diaz ob-
tient la meilleure estimation actuellement connue, t ≥ [(d + 1)/2], qui contient le
re´sultat initial de A.O. Gel’fond : t ≥ 2 pour d ≥ 3.
C’est la me´thode de Gel’fond, mais applique´e aux fonctions elliptiques plutoˆt
qu’a` la fonction exponentielle, qui permit a` G.V. Chudnovsky de de´montrer
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l’inde´pendance alge´brique des deux nombres pi et Γ(1/4), de meˆme que celle des
deux nombres pi et Γ(1/3). La transcendance de Γ(1/4) ou de Γ(1/3) n’e´tait pas
connue avant, et on ne sait toujours pas de´montrer la transcendance de Γ(1/5).
Alors que Γ(1/4) et Γ(1/3) apparaissent dans les pe´riodes d’inte´grales elliptiques
de premie`re ou de seconde espe`ce, le nombre Γ(1/5) fait appel a` des inte´grales
abe´liennes. On dispose de certains e´nonce´s de transcendance sur les inte´grales
abe´liennes, mais ils sont moins pre´cis que pour les inte´grales elliptiques. Ainsi on
peut seulement affirmer que deux au moins des nombres pi, Γ(1/5) et Γ(2/5) sont
alge´briquement inde´pendants.
3.2 Groupes alge´briques et conjecture des quatre exponentielles
Avant meˆme la solution du septie`me proble`me de Hilbert, C.L. Siegel avait
obtenu les premiers re´sultats de transcendance sur des inte´grales elliptiques. Ce
sujet devait eˆtre de´veloppe´ de manie`re approfondie par Th. Schneider, qui obtenait
meˆme des e´nonce´s sur les inte´grales abe´liennes, lui permettant de de´montrer en
1941 la transcendance des valeurs de la fonction Beˆta :
• B(a, b) = Γ(a+ b)/Γ(a)Γ(b) est transcendant quand a et b sont des nombres
rationnels, non entiers, et tels que a+ b ne soit pas entier.
La de´monstration fait intervenir les Jacobiennes des courbes de Fermat, qui sont
des varie´te´s abe´liennes de´finies sur Q.
C’est a` partir d’une suggestion de P. Cartier que S. Lang a de´veloppe´ dans
les anne´es 60 une the´orie des nombres transcendants dans les groupes alge´briques
qui va se re´ve´ler tre`s fructueuse. L’extension que fait Lang des re´sultats de base de
la the´orie (the´ore`mes de Hermite-Lindemann et Gel’fond-Schneider notamment)
sera en effet extreˆmement fe´conde. Les groupes alge´briques offriront notamment
un cadre approprie´ pour le de´veloppement des lemmes de ze´ros qui forment une
partie importante de la the´orie re´cente.
Alors que le the´ore`me de Gel’fond-Schneider intervient dans les travaux de
E. Brieskorn (1970) sur la monodromie des singularite´s isole´es d’hypersurfaces, et
celui de Baker (cf. § 5.1) dans les travaux de J. Hoffmann (1982) sur la the´orie
de Hodge de fibre´s vectoriels sur un tore complexe, c’est un e´nonce´ concernant
les groupes alge´briques commutatifs qui est utilise´ par C.T. Simpson (1996) dans
son e´tude de la correspondance de Riemann-Hilbert pour des syste`mes d’e´quations
diffe´rentielles.
Le proble`me initialement pose´ par Cartier consistait a` remplacer, dans le
the´ore`me de Hermite-Lindemann sur la transcendance de eα, la fonction exponen-
tielle usuelle par l’application exponentielle d’un groupe alge´brique commutatif
de´fini sur un corps de nombres. S. Lang ge´ne´ralise non seulement le the´ore`me
de Hermite-Lindemann, mais aussi celui de Gel’fond-Schneider, sans oublier le
the´ore`me des six exponentielles que voici :
• Soient d et ) deux nombres entiers positifs ve´rifiant d) > d + ). Soient
x1, . . . , xd des nombres complexes line´airement inde´pendants sur Q, et soient
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y1, . . . , y( des nombres complexes line´airement inde´pendants sur Q. Alors l’un
au moins des d) nombres exiyj , (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ )) est transcendant.
L’hypothe`se d) > d + ) sur les nombres entiers d et ) signifie (d ≥ 2 et ) ≥ 3) ou
(d ≥ 3 et ) ≥ 2). Il n’y a pas de restriction a` supposer par exemple d = 3 et ) = 2, et
alors d) = 6. Cela justifie le nom de six exponentielles. On voudrait bien de´montrer
cet e´nonce´ dans le cas d = ) = 2 : c’est la conjecture des quatre exponentielles, qui
n’est toujours pas re´solue en cette fin de sie`cle. Elle a e´te´ propose´e par S. Lang et
K. Ramachandra au milieu des anne´es 60 quand ils ont publie´ leurs de´monstrations
du the´ore`me des six exponentielles, mais elle se trouvait de´ja` dans le livre de
Th. Schneider paru en 1957, et A. Selberg m’a dit avoir tente´ de la re´soudre de`s
le de´but des anne´es 50. Le cas le plus simple, qui est apparu (implicitement) dans
une e´tude par S. Ramanujan des nombres hautement compose´s, est le proble`me
ouvert suivant :
• Existe-t-il un nombre re´el irrationnel x tel que 2x et 3x soient tous deux
entiers ?
Le the´ore`me des six exponentielles a donc e´te´ e´tendu par S. Lang en un re´sultat de
transcendance concernant les sous-groupes a` un parame`tre de groupes alge´briques
commutatifs. Avec E. Bombieri, il obtient aussi un e´nonce´ partiel sur les sous-
groupes a` plusieurs parame`tres. En liaison avec une question concernant les
repre´sentations abe´liennes )-adiques, un analogue p-adique en est donne´ par J-
P. Serre. Ces e´nonce´s comportaient des hypothe`ses tre`s restrictives, dont on sait
maintenant se de´barrasser. Cela nous ame`ne a` conside´rer les de´veloppements de
la the´orie en dimension supe´rieure.
3.3 Fonctions de plusieurs variables
L’e´tude de la transcendance de valeurs de fonctions de plusieurs variables
a connu un de´veloppement un peu paradoxal. La premie`re utilisation dans ce
contexte de fonctions analytiques de plusieurs variables se trouve dans le me´moire
de Th. Schneider en 1941 de´ja` cite´ sur la fonction Beˆta. Plus tard, S. Lang
e´tend en plusieurs variables son crite`re sur la transcendance de fonctions solutions
d’e´quations diffe´rentielles ; du point de vue de l’analyse complexe, les arguments
utilise´s sont assez rudimentaires, car on se restreint a` conside´rer des points
appartenant a` un produit carte´sien. La seule estimation ne´cessaire provient d’un
lemme de Schwarz, et, pour un produit carte´sien, elle se de´montre en ite´rant la
formule de Cauchy en une variable. Si on veut, on peut e´noncer la conclusion du
the´ore`me ainsi de´montre´ (qui est une version multidimensionnelle du crite`re de
Schneider-Lang) en disant qu’un certain sous-ensemble S de Cn – ensemble de
points ou` certaines fonctions prennent simultane´ment des valeurs alge´briques – ne
contient pas de produit carte´sien ou` chaque facteur aurait beaucoup d’e´le´ments
(en une variable, cela revient a` majorer le nombre d’e´le´ments de S). Dans le livre
de S. Lang sur les nombres transcendants se trouve une suggestion de M. Nagata,
selon laquelle S n’est pas contenu dans une hypersurface alge´brique de petit degre´.
Un tel re´sultat a e´te´ produit par E. Bombieri, a` la suite d’un travail avec S. Lang
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utilisant des re´sultats assez fins sur la masse moyenne des ze´ros de fonctions
analytiques de plusieurs variables. En plus, E. Bombieri emploie des estimations
L2 de L. Ho¨rmander sur la re´solution du proble`me du ∂¯. L’e´tude arithme´tique des
fonctions de plusieurs variables a ensuite fait l’objet d’e´tudes approfondies par
C. Berenstein et A. Yger ainsi que J-P. Demailly. Des me´thodes plus alge´briques,
permettant d’e´tudier les singularite´s d’hypersurfaces, ont e´te´ de´veloppe´es par
H. Esnault et E. Viehweg d’une part, A. Hirschowitz d’autre part.
Le paradoxe vient de ce que tous ces outils, a priori tre`s puissants, n’ont pas
permis jusqu’a` pre´sent de faire progresser de manie`re sensible les proble`mes de
transcendance en dimension supe´rieure. Les spe´cialistes de l’analyse complexe en
plusieurs variables ont de´veloppe´ des me´thodes sophistique´es dont on ne sait pas
se servir. Si on savait le faire, on pourrait espe´rer faire progresser la the´orie des
nombres transcendants. Mais, en cette fin du vingtie`me sie`cle, les travaux dans
ce domaine utilisent seulement le lemme de Schwarz pour des fonctions ayant un
ze´ro d’ordre e´leve´ (on se rame`ne simplement au cas d’une variable) ou, au pire, un
lemme de Schwarz pour des produits carte´siens. Malgre´ la simplicite´ des arguments
analytiques, les progre`s re´cents ont e´te´ importants.
Des ge´ne´ralisations multidimensionnelles du the´ore`me des six exponentielles
ont e´te´ obtenues dans les anne´es 80, permettant de minorer le rang de matrices dont
les coefficients sont des logarithmes de nombres alge´briques : sous des hypothe`ses
convenables, le rang d’une telle matrice de format d× ) est minore´ par d)/(d+ )).
Ces travaux ont finalement conduit a` un re´sultat tre`s ge´ne´ral, le the´ore`me du sous-
groupe alge´brique, mais nous nous contenterons du cas particulier le plus simple. On
note u ·v ∈ C le produit scalaire usuel de u ∈ Cn et v ∈ Cn : pour u = (u1, . . . , un)
et v = (v1, . . . , vn), u · v = u1v1 + · · ·+ unvn.
• Soient d, ) et n des nombres entiers positifs ve´rifiant d) > n(d + )). Soient
x1, . . . , xd et y1, . . . , y( des e´le´ments de Cn. On suppose que pour tout
(t1, . . . , td) ∈ Zd \ {0} et pour tout (s1, . . . , s() ∈ Z( \ {0}, le nombre
(t1x1 + · · ·+ tdxd) · (s1y1 + · · ·+ s(y()
n’est pas nul. Alors l’un au moins des d) nombres exi·yj , (1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ ))
est transcendant.
La motivation initiale de ces travaux est le proble`me du re´gulateur p-adique,
propose´ par Leopoldt, selon lequel le rang p-adique rp du groupe des unite´s d’un
corps de nombres devrait eˆtre e´gal au rang r du groupe des unite´s. La difficulte´
essentielle pour e´tendre en plusieurs variables les re´sultats de transcendance que
fournit la me´thode de Schneider provient de l’absence de lemme de Schwarz. Un
lemme de ze´ros de Masser sur les polynoˆmes exponentiels (voir §6) s’est re´ve´le´ eˆtre
l’outil clef pour re´soudre un proble`me de Weil sur les caracte`res de type (A0), et
aussi pour fournir des re´ponses partielles a` la conjecture de Leopoldt. Il n’y a que
dans le cas d’un corps de nombres abe´lien sur Q, ou sur un corps quadratique
imaginaire, qu’elle soit re´solue comple`tement, par le the´ore`me d’Ax-Brumer.
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(Signalons a` ce propos que le the´ore`me de transcendance de Baker et Brumer sur
l’inde´pendance line´aire de logarithmes p-adiques de nombres alge´briques intervient
dans des travaux de J-B. Wagoner en 1990 sur des questions de dynamique
symbolique.)
Dans le cas ge´ne´ral, la meilleure estimation connue est actuellement rp ≥ r/2,
mais dans certains cas particuliers (D. Roy, M. Laurent), cette estimation peut eˆtre
ame´liore´e. Des travaux semblables ont e´te´ de´veloppe´s en liaison avec une conjecture
de J-F. Jaulent, plus ge´ne´rale que celle de Leopoldt.
A` la suite des travaux de D. Roy, il est apparu que la minoration du rang de
matrices ouvrait une voie prometteuse vers la conjecture principale de ce domaine :
Conjecture. Si des logarithmes logα1, . . . , logαn de nombres alge´briques sont
Q-line´airement inde´pendants, alors ils sont alge´briquement inde´pendants.
Autrement dit, les seules relations polynomiales entre des logarithmes de nom-
bres alge´briques devraient eˆtre des relations line´aires homoge`nes (et celles qu’on
en de´duit trivialement). Cela exclurait des relations du type (log a)/(log 2) =
(log b)/(log 3) quand a et b sont des nombres entiers positifs, a n’e´tant pas une
puissance de 2 et b n’e´tant pas une puissance de 3.
Un des re´sultats de D. Roy est que cette conjecture sur l’inde´pendance
alge´brique de logarithmes est e´quivalente a` une minoration du rang de matricesM
dont les coefficients sont des combinaisons line´aires, a` coefficients alge´briques, de
logarithmes de nombres alge´briques. Comme le cas le plus simple est la conjecture
des quatre exponentielles, on voit que celle-ci, qui a pu sembler marginale un
certain temps, est vraiment au cœur du sujet ! De plus, pour les matrices M
concerne´es, D. Roy de´finit un “rang structural” rstr(M) (qui serait celui de M si
la conjecture d’inde´pendance alge´brique des logarithmes e´tait vraie), et il montre
que le rang de M est toujours ≥ 12rstr(M).
En liaison avec cette question de rang de matrices, voici un exemple d’e´nonce´
“positif” obtenu par des me´thodes transcendantes (en plusieurs variables). Il s’agit
de la re´ponse apporte´e par D. Roy a` une question pose´e par J-L. Colliot-The´le`ne
et J-J. Sansuc :
• Soit k un corps de nombres de degre´ d = r1 + 2r2 sur Q, ou` r1 est le
nombre de plongements de k dans R et 2r2 le nombre de plongements non
re´els deux a` deux conjugue´s de k dans C. Il existe un sous-groupe de type
fini de k×, de rang r1 + r2 + 1, dont l’image par le plongement canonique
k× → (R×)r1 × (C×)r2 est dense.
Le fait, a priori surprenant, que des arguments de la the´orie des nombres trans-
cendants permettent d’obtenir l’existence d’un sous-groupe de type fini ayant
la proprie´te´ de´sire´e, s’explique de la fac¸on suivante : on prend un sous-groupe
suffisamment ge´ne´ral ayant le rang donne´. On s’attend en fait a` ce qu’il ve´rifie
la proprie´te´ annonce´e. S’il ne la ve´rifie pas, alors des relations inattendues entre
des logarithmes de nombres alge´briques existent, et les me´thodes transcendantes
peuvent entrer en action.
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La conjecture d’inde´pendance alge´brique de logarithmes de nombres alge´-
briques est l’un des principaux proble`mes ouverts du sujet en cette fin de sie`cle.
Mais ce n’est pas le plus ge´ne´ral. On doit a` S. Schanuel la conjecture suivante,
re´pute´e contenir tout ce qu’il est raisonnable de conjecturer sur la transcendance
et l’inde´pendance alge´brique de valeurs de la fonction exponentielle (et de loga-
rithmes) :
• Conjecture de Schanuel. Soient x1, . . . , xn des nombres complexes line´-
airement inde´pendants sur Q. Alors le corps
Q
(
x1, . . . , xn, e
x1 , . . . , exn
)
a un degre´ de transcendance sur Q supe´rieur ou e´gal a` n.
C’est le moment de rappeler qu’on ne connaˆıt toujours pas l’inde´pendance
alge´brique de e et pi. On ne sait pas non plus de´montrer qu’il existe deux nombres
alge´briques ayant des logarithmes alge´briquement inde´pendants.
3.4 Classification des nombres transcendants
Quelques mots sur les proble`mes de classification des nombres transcendants
par leurs proprie´te´s d’approximations : celles de K. Mahler et J. Koksma au de´but
du sie`cle ont fait l’objet de travaux de V.G. Sprindzˇuk, et plus tard de M. Amou.
Mahler a propose´ une autre classification, qui a des liens e´troits avec la notion de
type de transcendance introduite par S. Lang, et les proble`mes pose´s par K. Mahler
a` cette occasion ont e´te´ re´solus par A. Durand. Ensuite, Yu Kunrui a e´tendu la
classification de Mahler en plusieurs variables.
Plus re´cemment, des me´thodes d’analyse non standard ont e´te´ introduites
par P. Philippon pour raffiner la classification de Mahler afin de re´pondre a` la
contrainte suivante : deux e´le´ments sont dans la meˆme classe si et seulement s’ils
sont alge´briquement de´pendants.
4. La me´thode de Siegel-Sˇidlovski˘ı :
E-fonctions et G-fonctions,
fonctions hyperge´ome´triques
Les notions de E-fonction et de G-fonction ont e´te´ introduites par C.L. Siegel
en 1929, dans la deuxie`me partie de son ce´le`bre me´moire contenant le re´sultat de
finitude des points entiers sur une courbe de genre ≥ 1. Une E-fonction de Siegel
est une fonction entie`re (analytique dans C), solution d’une e´quation diffe´rentielle
f (m) + r1f (m−1) + · · ·+ rm−1f ′ + rmf + r0 = 0 (12)
a` coefficients r0, r1, . . . , rm dans C[z], dont le de´veloppement de Taylor a` l’origine
s’e´crit ∑
n≥0
cn
zn
n!
,
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ou` les coefficients cn, (n ≥ 0), appartiennent tous a` un meˆme corps de nombres
K, sont borne´s avec leurs conjugue´s par
log cn = O(n) pour n→∞,
et ont un de´nominateur borne´ de la manie`re suivante : il existe une suite (dn)n≥0
d’entiers > 0 majore´e par
log dn = O(n) pour n→∞
et telle que dnck soit entier alge´brique pour 0 ≤ k ≤ n et n ≥ 0. Une G-fonction
est une fonction analytique au voisinage de 0, solution d’une e´quation diffe´rentielle
(12), dont le de´veloppement de Taylor a` l’origine s’e´crit∑
n≥0
cnz
n;
les coefficients cn, (n ≥ 0), sont astreints aux meˆmes conditions.
4.1 Les E-fonctions de Siegel
La fonction exponentielle est une E-fonction. Pour chaque entier rationnel
λ (∈ {−1,−2, . . .}, la fonction
Kλ(z) =
∞∑
n=0
(−1)n
n!(λ+ 1) · · · (λ+ n)
(z
2
)2n
,
qui est solution de l’e´quation diffe´rentielle
y′′ +
2λ+ 1
z
y′ + y = 0,
est une E-fonction. Ces fonctions Kλ sont relie´es a` celles de Bessel
Jλ(z) =
1
Γ(1 + λ)
(z
2
)λ
Kλ(z),
qui sont solutions de l’e´quation diffe´rentielle
y′′ +
1
z
y′ +
(
1− λ
2
z2
)
y = 0.
Les travaux de C.L. Siegel en 1929 ge´ne´ralisaient la me´thode classique de
Ch. Hermite, mais la construction d’une fonction auxiliaire, explicite chez Hermite,
repose sur l’utilisation du principe des tiroirs (lemme de Thue-Siegel) chez Siegel.
Vingt ans apre`s son texte initial, C.L. Siegel a repris cette question et donne´ un
Michel Waldschmidt 34
e´nonce´ ge´ne´ral d’inde´pendance alge´brique de valeurs de E-fonctions solutions d’un
syste`me d’e´quations diffe´rentielles line´aires homoge`nes. Les applications e´taient
limite´es, en pratique, aux e´quations diffe´rentielles d’ordre 1 ou 2. Les travaux
de A.B. Sˇidlovski˘ı, a` partir de 1954, ont permis d’obtenir des re´sultats ge´ne´raux
portant sur des syste`mes d’e´quations diffe´rentielles
y′k = Qk0 +
m∑
i=1
Qkiyi, (1 ≤ k ≤ m),
ou` Qki, (1 ≤ k ≤ m, 0 ≤ i ≤ m) sont des fractions rationnelles a` coefficients
complexes. Le the´ore`me de Lindemann-Weierstraß sur l’inde´pendance alge´brique
de nombres de la forme eα est ge´ne´ralise´ ainsi :
• Soit T ∈ C[z] un polynoˆme non nul tel que TQki ∈ C[z] pour 1 ≤ k, i ≤ m.
Si f1, . . . , fm sont des E-fonctions qui forment un syste`me fondamental de
solutions de ce syste`me, et sont alge´briquement inde´pendantes sur C(z), alors
pour tout nombre alge´brique ξ tel que ξT (ξ) (= 0, les nombres f1(ξ), . . . , fm(ξ)
sont alge´briquement inde´pendants.
La me´thode de Siegel-Sˇidlovski˘ı s’applique a` des fonctions solutions d’e´quations
diffe´rentielles, et en particulier a` des fonctions hyperge´ome´triques
(Fm
(
a1,
b1,
. . . ,
. . . ,
a(
bm
∣∣∣∣ z) = ∞∑
n=0
(a1)n · · · (a()n
(b1)n · · · (bm)n
zn
n!
,
avec la notation de Pochhammer :{
(a)n = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1) = Γ(n+ a)/Γ(a) pour n ≥ 1,
(a)0 = 1.
Cette me´thode a e´te´ abondamment de´veloppe´e par des e´le`ves de Sˇidlovski˘ı (notam-
ment V.Kh. Salikhov, I.I. Belogrivov, V.G. Chirskii, M.S. Nurmagomedov, A.I. Ga-
lochkin, Yu.V. Nesterenko, V.A. Oleinikov), et par quelques mathe´maticiens en
dehors de cette e´cole (citons K. Mahler, S. Lang, K. Va¨a¨na¨nen, G.V. Chudnovsky,
T. Matala-Aho. . . ).
En 1949, C.L. Siegel avait introduit une notion de normalite´ pour un syste`me
homoge`ne d’e´quations diffe´rentielles line´aires du premier ordre, pour garantir
qu’un certain de´terminant ne s’annulait pas. Les re´sultats de Sˇidlovski˘ı supposent
seulement que les fonctions conside´re´es sont alge´briquement inde´pendantes. C’est
une hypothe`se bien naturelle pour espe´rer obtenir l’inde´pendance alge´brique des
valeurs de ces fonctions, mais il faut encore la ve´rifier, et de nombreux travaux ont
e´te´ consacre´s a` cette question (K. Mahler, V.A. Oleinikov, V.Kh. Salikhov. . . ).
Ainsi F. Beukers, W.D. Brownawell et G. Heckmann (1988) font intervenir un
groupe de Galois diffe´rentiel pour donner des crite`res de normalite´ au sens de
Siegel ; cela leur permet d’inte´grer au champ d’applications de la me´thode de
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Siegel-Sˇidlovski˘ı de larges classes nouvelles de fonctions, notamment des produits
de puissances de fonctions hyperge´ome´triques et leurs de´rive´es.
Rendre effectifs ces re´sultats afin de donner des mesures de transcendance et
d’inde´pendance alge´brique a fait l’objet de nombreuses recherches. De´ja` C.L. Siegel
en 1929 avait donne´ de telles estimations. A.B. Sˇidlovski˘ı en 1959, puis S. Lang
en 1962, obtiennent des mesures de transcendance de valeurs de E-fonctions. Ces
estimations ont e´te´ raffine´es en 1977 par Yu.V. Nesterenko ; c’est pour de´montrer
des lemmes de ze´ros pre´cis pour des solutions d’e´quations diffe´rentielles qu’il
introduit ses outils d’alge`bre commutative et de ge´ome´trie alge´brique classique
(voir §6) qui vont se re´ve´ler utiles dans bien d’autres domaines de la the´orie
des nombres transcendants. G.V. Chudnovsky poursuit cette e´tude en 1984, puis
D. Bertrand et F. Beukers obtiennent des majorations de multiplicite´s l’anne´e
suivante, et W.D. Brownawell peut alors obtenir une mesure d’inde´pendance
alge´brique effective pour le the´ore`me principal de Sˇidlovski˘ı pour les E-fonctions.
Les hypothe`ses de Brownawell ont ensuite e´te´ affaiblies par Yu.V. Nesterenko
(1988). En 1996, A.B. Sˇidlovski˘ı et Yu.V. Nesterenko ont obtenu des re´sultats
d’inde´pendance line´aire qui sont plus pre´cis que ceux d’inde´pendance alge´brique.
4.2 Les G-fonctions de Siegel
En utilisant un the´ore`me d’Eisenstein, on montre qu’une fonction f ,
alge´brique sur Q(z), qui est re´gulie`re au voisinage de 0, est une G-fonction. Il
en re´sulte que
z +→
∫ z
0
f(t)dt
est aussi une G-fonction. Par conse´quent les binoˆmes (1+αz)r (avec r rationnel et
α alge´brique) et les fonctions log(1 + αz) sont des G-fonctions. Un autre exemple
de G-fonction est donne´ par la se´rie hyperge´ome´trique de Gauss :
2F1(α,β, γ; z) =
∞∑
n=0
(α)n(β)n
(γ)n
zn
n!
,
pour α, β et γ nombres rationnels (et γ (∈ {0,−1,−2, . . .}).
La me´thode de Siegel-Sˇidlovski˘ı ne permet pas de de´montrer la transcen-
dance, et encore moins l’inde´pendance alge´brique, de valeurs de G-fonctions. En
1971, M.S. Nurmagomedov a obtenu des premiers re´sultats sur les valeurs des
fonctions :
log(1− βz) = −
∞∑
n=1
βn
zn
n
,
pour β entier alge´brique, et
∞∑
n=0
zn
(n+ λ)k
;
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puis avec V.G. Chirskii, en 1973, sur
2F1(1, µ,λ; z) =
∞∑
n=0
(µ)n
(λ)n
zn.
Comme on sait tre`s peu de choses sur l’inde´pendance alge´brique de logarithmes, il
est inte´ressant de noter que les G-fonctions permettent de minorer une expression
|P (θ1, . . . , θm)|, quand P est un polynoˆme a` coefficients entiers, θi = log(1 − γi)
avec γi = βib/a, ou` a, βi sont des entiers alge´briques et b un entier rationnel
positif. Mais il faut supposer b grand par rapport a` m, a, β1, . . . ,βm, et aussi par
rapport au degre´ de P .
La transcendance de valeurs de fonctions hyperge´ome´triques a par ailleurs e´te´
l’occasion de recherches utilisant diffe´rentes approches. Y. Andre´ a obtenu, graˆce
aux G-fonctions, des re´sultats d’inde´pendance alge´brique, ce qui est d’autant plus
remarquable que ces G-fonctions servaient plutoˆt, avant ces travaux d’Y. Andre´,
a` e´tablir des mesures d’inde´pendance line´aire.
Bien que la me´thode utilise´e soit diffe´rente de celle des G-fonctions, mention-
nons ici une autre manie`re d’e´tudier les valeurs de fonctions hyperge´ome´triques
(propose´e encore par C.L. Siegel), qui a e´te´ de´veloppe´e par J. Wolfart, d’abord
seul, puis en collaboration avec F. Beukers. J. Wolfart classifie finalement les
quadruplets (a, b, c;α) avec a, b, c rationnels et α alge´brique pour lesquels le nombre
2F1(a, b, c;α) est alge´brique. En voulant ve´rifier que les seules valeurs alge´briques
e´taient celles qui e´taient “bien connues”, il a de´couvert de nouvelles relations inat-
tendues, telles que
2F1
(
1
12
,
7
12
,
2
3
;
64000
64009
)
=
2
3
6
√
253.
Dans un style tre`s diffe´rent, l’e´tude des valeurs alge´briques exceptionnelles des
fonctions hyperge´ome´triques a aussi e´te´ entreprise par M. Flach (1989), G.S. Joyce
et I.J. Zucker (1991).
Revenons a` la me´thode des G-fonctions. On doit a` V.G. Chirskii et A.I. Ga-
lochkin des re´sultats sur les inte´grales elliptiques, a` A.I. Galochkin des estima-
tions tre`s fines d’irrationalite´ pour quelques classes de nombres irrationnels et a`
E.M. Matveev des minorations de formes line´aires de valeurs de G-fonctions, qu’il
applique a` certaines e´quations diophantiennes. De leur coˆte´, K. Mahler, D.V. et
G.V. Chudnovsky, K. Va¨a¨na¨nen et Xu Guang Shan, M. Nagata notamment ont
produit des e´nonce´s d’approximation diophantienne tre`s pre´cis, a` la fois complexes
et p-adiques.
En 1981, E. Bombieri a comple´te´ les de´monstrations des e´nonce´s que
C.L. Siegel avait formule´s en 1929. Avant cet article, on ne disposait pas de
re´sultats ge´ne´raux sur la nature arithme´tique des valeurs de G-fonctions. Une
approche diffe´rente a e´te´ propose´e par P. De`bes en 1986, a` partir de la me´thode
de Gel’fond. Les hypothe`ses restrictives qui figurent dans ces travaux de Bombieri
et De`bes seront e´limine´es par P. De`bes et U. Zannier en 1996. Une des principales
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applications de ces e´nonce´s sur l’inde´pendance line´aire de valeurs de G-fonctions
concerne le the´ore`me d’irre´ductibilite´ de Hilbert.
4.3 The´ore`me d’irre´ductibilite´ de Hilbert
Les me´thodes transcendantes concernent au premier chef les fonctions
transcendantes (dont on souhaite montrer qu’elles prennent rarement des valeurs
alge´briques, tout au moins en des points alge´briques). Mais ces meˆmes me´thodes
s’appliquent aussi aux fonctions alge´briques. On s’attend ainsi a` ce qu’une fonction
alge´brique de degre´ d prenne rarement des valeurs alge´briques de degre´ < d, tout
au moins en des points rationnels. De manie`re anecdotique, remarquons que le
the´ore`me de Wiles re´solvant le proble`me de Fermat peut s’e´noncer comme un
re´sultat d’irrationalite´ : pour x rationnel dans l’intervalle 0 < x < 1, et pour n
entier ≥ 3, le nombre
n
√
1− xn
est irrationnel.
Le the´ore`me d’irre´ductibilite´ de Hilbert va bien dans ce sens : si f ∈ Q[X,Y ]
est un polynoˆme irre´ductible dans Q(X)[Y ], alors pour une infinite´ de x ∈ Q, le
polynoˆme f(x, Y ) ∈ Q[Y ] est irre´ductible.
Th. Schneider (1973), puis P. Bundschuh (1978) avaient de´ja` applique´ la
me´thode transcendante de Gel’fond a` l’e´tude des valeurs de fonctions alge´briques.
A` partir de 1979, V.G. Sprindzˇuk a e´tudie´ les points rationnels sur des courbes
alge´briques et la spe´cialisation arithme´tique de polynoˆmes. L’ide´e principale a` la
base de cette e´tude consiste a` rechercher des liens entre d’une part la structure
multiplicative de la spe´cialisation f(x, Y ) ∈ Q[Y ] d’un polynoˆme f ∈ Q[X,Y ] en
un point x rationnel, et d’autre part la structure multiplicative du nombre rationnel
x. Par exemple, il se demande si f(x, Y ) est irre´ductible dans Q[Y ] quand x est
un nombre premier, ou bien une puissance d’un nombre premier. Il est amene´ a`
conside´rer des se´ries formelles alge´briques (solutions y(x) de l’e´quation f(x, y) = 0)
dont il e´tudie le comportement non seulement dans le corps des nombres re´els (ou
celui des nombres complexes), mais dans tous les comple´te´s de Q.
Des recherches analogues ont e´te´ entreprises par E. Bombieri en 1983 en
liaison avec le the´ore`me de de´composition de Weil. Puis P. De`bes a adapte´ la
me´thode de Gel’fond a` ce contexte, et cela a e´te´ utile a` Y. Andre´ dans ses recherches
sur les G-fonctions. C’est ainsi que P. De`bes a introduit la notion de point s-entier
sur une courbe alge´brique (les coordonne´es d’un tel point ont des de´nominateurs
divisibles par au plus s nombres premiers) ; l’e´nonce´ ge´ne´ral qu’il obtient lui
donne une forme explicite du the´ore`me de Hilbert pour des corps admettant
une formule du produit. Enfin les me´thodes d’approximation diophantienne et
de transcendance se re´ve`lent efficaces pour construire des parties hilbertiennes
universelles : ce sont les ensembles infinis E de nombres rationnels tels que, pour
tout polynoˆme f ∈ Q[X,Y ] irre´ductible dans Q(X)[Y ], l’ensemble des x ∈ E tels
que f(x, Y ) soit re´ductible dans Q[Y ] est fini. En voici quelques exemples :
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• V.G. Sprindzˇuk : {[exp(√log logn)] + 2n2n! ; n ≥ 3}, graˆce a` sa the´orie de
spe´cialisation.
• M. Yasumoto : {2n(n3+1) ; n ≥ 0} et {2npn ; n ≥ 1}, utilisant le the´ore`me
de Siegel.
• P. De`bes et U. Zannier : {2n + n ; n ≥ 0} et {2n + 5n ; n ≥ 0}, puis
P. Corvaja et U. Zannier :
{
an1 + · · · + ank ; n ≥ 0
}
quand a1, . . . , ak sont
des entiers positifs multiplicativement inde´pendants, utilisant les the´ore`mes
de Siegel et Ridout et le the´ore`me des sous-espaces.
• Yu. Bilu : {[log logn] + n3 ; n ≥ 3}, utilisant le the´ore`me de Siegel et la
me´thode de Gel’fond-Baker.
• U. Zannier : {pn∏pk<log log n pk ; n ≥ 1}, utilisant le the´ore`me de Siegel (pn
de´signe le n-ie`me nombre premier).
Pour terminer ce paragraphe, quelques proble`mes ouverts : on sait tre`s peu
de choses sur l’irrationalite´ des valeurs, en des points alge´briques, de fonctions
hyperge´ome´triques avec des parame`tres alge´briques (on citera seulement des
travaux de C.F. Osgood et V.G. Sprindzˇuk). D’autre part on ne connaˆıt pas de
borne explicite pour la plus petite hauteur d’une bonne spe´cialisation dans le
the´ore`me d’irre´ductibilite´ de Hilbert : peut-on trouver une telle spe´cialisation en
temps polynomial ? Existe-t-il une borne ne de´pendant que du degre´ ?
5. Me´thode de Gel’fond-Baker
5.1 Minorations de combinaisons line´aires de logarithmes
Apre`s avoir re´solu en 1934 (en meˆme temps que Th. Schneider, et par une
me´thode diffe´rente) le septie`me proble`me de Hilbert sur la transcendance de αβ ,
A.O. Gel’fond avait raffine´ ses outils pour obtenir des minorations d’expressions de
la forme |β logα1 − logα2|, quand les trois nombres α1, α2 et β sont alge´briques.
La seule hypothe`se ne´cessaire est que le nombre β logα1 − logα2 conside´re´ ne
s’annule pas. Le cas particulier le plus important est celui ou` β est rationnel : il
s’agit alors de minorer non trivialement un nombre qui s’e´crit |αb11 αb22 − 1|. Une
minoration “triviale” est |αb11 αb22 −1| ≥ e−cB , avec B = max{|b1|, |b2|}, et c est un
nombre positif qui ne de´pend que de α1 et α2 (et qu’il est facile d’expliciter). On
de´duit cette minoration de l’argument qu’avait utilise´ J. Liouville en 1844 pour
construire les premiers exemples de nombres transcendants. Un exemple typique
est l’ine´galite´ e´le´mentaire∣∣∣∣∣
(
p1
q1
)b1(p2
q2
)b2
− 1
∣∣∣∣∣ ≥ 1qb11 qb22 ≥ e−cB avec c = log(q1q2),
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quand p1, p2, q1, q2, b1, b2 sont des entiers rationnels positifs soumis a` la condition(
p1
q1
)b1(p2
q2
)b2
(= 1.
A.O. Gel’fond obtient des minorations non triviales, de la forme exp{−c(logB)2},
avec une nouvelle “constante” c = c(α1,α2), qui est “effectivement calculable”. Il
en de´duit de remarquables conse´quences sur diffe´rentes questions diophantiennes
(ces re´sultats “effectifs” de Gel’fond seront rendus “explicites” par A. Schinzel en
1967). Il avait mis en e´vidence l’inte´reˆt qu’il y aurait a` e´tendre ce type d’estimations
a` des produits plus ge´ne´raux αb11 · · ·αbnn . Il avait obtenu des estimations non
triviales, mais aussi non effectives, pour la distance entre un tel nombre et 1, a` l’aide
du the´ore`me de Thue-Siegel-Roth. La difficulte´ e´tait de donner des minorations
dans lesquelles toutes les “constantes” puissent eˆtre calcule´es. C’est pre´cise´ment
ce qu’a fait A. Baker en 1966, en de´veloppant la me´thode de Gel’fond.
La me´thode de Gel’fond-Baker permet de minorer des “formes line´aires” non
nulles
β0 + β1 logα1 + · · ·+ βn logαn
quand les αi sont des nombres alge´briques non nuls (dont on choisit une
de´termination complexe du logarithme) et les βi sont des nombres alge´briques.
Le “cas rationnel”, ou` β0 = 0 tandis que β1, . . . ,βn sont des entiers rationnels, est
le plus important pour beaucoup d’applications. Voici cependant un exemple, en
dehors de la the´orie des nombres transcendants, de´veloppe´ par A.O. Gel’fond, ou`
une minoration non triviale pour une combinaison line´aire de logarithmes a` coef-
ficients alge´briques joue un roˆle clef : il s’agit du proble`me du nombre de classes
1. C.F. Gauss avait remarque´ en 1802 que les 9 discriminants fondamentaux
d = −3, −4, −7, −8, −11, −19, −43, −67, −163
ont pour nombre de classes 1 (ce qui signifie que l’anneau des entiers du corps de
nombres quadratique imaginaire Q(
√
d) correspondant est principal), et il avait
sugge´re´ qu’il n’y en avait pas d’autre. A.O. Gel’fond a montre´ qu’une minoration
effective pour des combinaisons line´aires de trois logarithmes permettrait de
re´pondre a` cette question de Gauss. Mais c’est seulement pour deux logarithmes
que Gel’fond arrivait a` une telle estimation. Cette question a motive´ les premie`res
recherches de A. Baker sur les formes line´aires de logarithmes. Le proble`me du
nombre de classes 1 devait d’ailleurs eˆtre re´solu simultane´ment par A. Baker
lui-meˆme et par H.M. Stark en 1967, mais par une me´thode alge´brique. Le fait
qu’il n’existe pas de dixie`me discriminant se rame`ne a` de´terminer les solutions
entie`res des e´quations diophantiennes 8x6± 1 = y2 et x6± 1 = 2y2. Ces e´quations
apparaissent de´ja` dans un travail de K. Heegner en 1952, mais les re´sultats qu’il
utilisait, concernant les formes modulaires, et e´nonce´s dans le livre de H. Weber
a` la fin du XIXe`me sie`cle, ne seront de´montre´s qu’en 1968 par M. Deuring
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(puis en 1969 par H.M. Stark et B.J. Birch). H.M. Stark et N.G. Chudakov
(inde´pendamment) devaient d’ailleurs montrer, peu de temps apre`s, comment
A.O. Gel’fond aurait pu modifier le´ge`rement sa de´monstration et la comple´ter a`
l’aide de ses minorations effectives de combinaisons line´aires de deux logarithmes !
Les me´thodes transcendantes ont permis ensuite a` A. Baker et H.M. Stark, dans
un travail commun, de re´soudre le proble`me du nombre de classes 2. Ici encore,
des e´quations diophantiennes sont au rendez-vous. L’e´quation hyperelliptique
13y2 = x6 + 10x3 − 27, introduite dans ce contexte par J.A. Antoniadis, a e´te´
re´solue par B.M.M. de Weger en 1992. Mais d’autres arguments (D. Goldfeld 1976,
B. Gross et D.B. Zagier 1986), reposant sur l’arithme´tique des courbes elliptiques,
permettent maintenant de de´terminer effectivement tous les corps quadratiques
imaginaires de nombre de classes donne´.
C’est par la me´thode de Gel’fond-Baker qu’ont e´te´ obtenus les premiers
raffinements effectifs de l’exposant dans l’ine´galite´ de Liouville. Le chemin suivi va
en direction inverse de celui de Thue : on de´montre d’abord un re´sultat explicite sur
les e´quations de Thue, et de cette estimation on de´duit l’ame´lioration de l’exposant
de Liouville.
En 1968, donc, N.I. Fel’dman a de´montre´ que si α1, . . . ,αn sont des nombres
alge´briques, il existe une constante C > 0 (que l’on peut expliciter en fonction de
α1, . . . ,αn et n) telle que, pour tout (b1, . . . , bn) ∈ Zn ve´rifiant αb11 · · ·αbmm (= 1, on
ait ∣∣∣αb11 · · ·αbmm − 1∣∣∣ ≥ B−C ,
avec B = max{|b1|, . . . , |bm|, 2}. Il en de´duit une borne explicite pour l’e´quation
de Thue (3) en fonction de k :
• Pour tout polynoˆme homoge`ne irre´ductible F ∈ Z[X,Y ] de degre´ ≥ 3, il
existe deux constantes positives C et θ, que l’on peut expliciter, telles que,
pour tout (x, y) ∈ Z2 \ {0}, on ait
|F (x, y)| ≥ C(max{|x|, |y|})θ.
Une conse´quence importante de cette estimation est un raffinement effectif de
l’ine´galite´ de Liouville :
• Pour tout nombre alge´brique α de degre´ d ≥ 3, il existe deux constantes
positives c(α) et η(α), effectivement calculables, telles que, pour tout p/q ∈ Q,∣∣∣∣α− pq
∣∣∣∣ > c(α)qd−η(α) .
Des e´nonce´s explicites et des ge´ne´ralisations au cas de corps de nombres ont e´te´
obtenus par beaucoup de mathe´maticiens ; K. Gyo˝ry notamment, partiellement en
collaboration avec Z.Z. Papp, et ensuite avec Y. Bugeaud, a donne´ de nombreuses
estimations pre´cises et comple`tement explicites sur ces questions. Signalons aussi
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un travail de A. Baker et C.L. Stewart qui explicitent l’ame´lioration de l’ine´galite´
de Liouville que donne la me´thode de Gel’fond-Baker pour les racines cubiques.
Ces proble`mes de minorations de combinaisons line´aires de logarithmes ont des
liens avec la conjecture abc de D.W. Masser et J. Œsterle´, qui s’e´nonce ainsi :
• Conjecture abc. Pour tout ' > 0, il existe un nombre κ(') > 0 posse´dant
la proprie´te´ suivante : si a, b et c sont trois entiers rationnels positifs sans
facteur commun, ve´rifiant a+ b = c, et si
r = r(abc) =
∏
p|abc
p
de´signe le radical (partie sans facteur carre´) du produit abc, alors
c < κ(')r1+&.
L’exemple a = 1, c = 32
n
, b = c− a (noter que 2n+2 divise b quand n ≥ 1) montre
que l’exposant 1 + ' ne peut pas eˆtre remplace´ par 1. Un analogue polynomial de
la conjecture abc est un the´ore`me de W.W. Stothers (1981) rede´couvert en 1984
par R. Mason. Graˆce a` des minorations (p-adiques) de combinaisons line´aires de
logarithmes, R. Tijdeman, C.L. Stewart et Yu Kunrui ont obtenu les premie`res
estimations en direction de la conjecture abc :
log c ≤ κ(')r(1/3)+&.
Plusieurs variantes de la conjecture abc ont e´te´ propose´es.
N. Elkies a montre´ que la conjecture abc entraˆıne celle de Mordell (qui est
maintenant le the´ore`me de Faltings). Des travaux de M. Langevin, N. Elkies et
E. Bombieri e´tablissent des liens entre la conjecture abc et le the´ore`me de Thue-
Siegel-Roth. Des spe´culations sur la de´pendance de κ(') en fonction de ' ont e´te´
sugge´re´es par A. Baker, en liaison avec la conjecture suivante, propose´e par S. Lang
et M. Waldschmidt :
Conjecture. Pour tout ' > 0, il existe une constante C(') > 0 ayant la proprie´te´
suivante. Soient a1, . . . , am des entiers rationnels positifs, b1, . . . , bm des entiers
rationnels tels que le nombre ab11 · · · abmm − 1 ne soit pas nul. On pose
B = max{|b1|, . . . , |bm|, 2} et A = max{a1, . . . , am, 2}.
Alors ∣∣∣ab11 · · · abmm − 1∣∣∣ ≥ C(')mBm−1+&Am+& . (13)
Cette ine´galite´ permettrait de re´soudre la conjecture de S. Pilla¨ı, selon
laquelle la distance entre deux puissances parfaites conse´cutives tend vers l’infini
(une puissance parfaite est un entier positif de la forme an avec n ≥ 2). Autrement
dit, d’apre`s Pilla¨ı, pour chaque k ≥ 1, l’e´quation xp − yq = k n’a qu’un nombre
fini de solutions (x, y, p, q) en entiers ≥ 2. Seul le cas k = 1 est connu, et cela nous
ame`ne a` l’e´tude des e´quations diophantiennes.
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5.2 E´quations diophantiennes
En un sens restreint, une e´quation diophantienne est une e´quation de la
forme f(x1, . . . , xn) = 0, ou` f est un polynoˆme fixe´ a` coefficients rationnels,
tandis que les inconnues x1, . . . , xn sont soit des nombres entiers, soit des nombres
rationnels. Nous conside´rerons principalement le cas entier, qui habituellement
ne´cessite le plus d’outils d’approximation diophantienne ; mais avec les travaux
re´cents de E. Bombieri, G. Faltings, P. Vojta,. . . , le cas rationnel (qui fait intervenir
davantage de ge´ome´trie alge´brique) aurait me´rite´ certainement d’eˆtre davantage
de´veloppe´ dans ce survol.
Souvent, on remplace le corps Q des rationnels par un corps de nombres
(et l’anneau Z des entiers rationnels par celui des entiers du corps de nombres,
ou bien par un anneau de S-entiers). Enfin on conside´rera aussi des e´quations
diophantiennes exponentielles, dans lesquelles certains exposants sont conside´re´s
comme des inconnues.
La me´thode de Gel’fond-Baker est une des plus efficaces pour re´soudre
explicitement en nombres entiers de vastes classes d’e´quations diophantiennes. Elle
incorpore des ide´es de C.L. Siegel, K. Mahler et S. Lang. Elle permet notamment
de donner des majorations explicites
• pour les points entiers sur des courbes de genre 0 ou 1 (version effective
du the´ore`me de Siegel due a` A. Baker et J.H. Coates, et raffine´e par
W.M. Schmidt) ;
• pour les solutions des e´quations de Thue (3) que nous avons de´ja` rencontre´es :
F (x, y) = k, ou` F est un polynoˆme homoge`ne a` coefficients alge´briques, k un
nombre alge´brique non nul donne´, et le polynoˆme F (X, 1) est suppose´ avoir
au moins trois racines distinctes ;
• pour les solutions des e´quations elliptiques, hyperelliptiques et superellip-
tiques yn = f(x) de genre ≥ 1, ou` n est un entier ≥ 2 donne´ et f(x) un
polynoˆme a` coefficients alge´briques ; par exemple, si n = 2 et f(x) posse`de
au moins trois racines distinctes, ou encore si n ≥ 3 et f(x) a au moins deux
racines distinctes ;
• pour les reveˆtements galoisiens de la droite projective de genre ≥ 1. En
d’autres termes, il s’agit des courbes d’e´quation F (x, y) = 0, ou` F (X,Y ),
conside´re´ comme polynoˆme en Y avec des coefficients dans C(X), de´finit une
extension galoisienne du corps C(X). Cela ge´ne´ralise l’e´quation superellip-
tique, car le polynoˆme ym − f(x) est galoisien. Des versions effectives du
the´ore`me de Siegel pour ces courbes ont e´te´ obtenues par Yu. Bilu (1988),
puis U. Zannier (1994) et D. Poulakis (1996) ;
• pour les points entiers sur les courbes modulaires X(N) avec N ≥ 2,
X1(N) avec N ≥ 4, et X0(N) avec N (= 1, 2, 3, 5, 7, 13. Le cas X(N) est
essentiellement duˆ a` D. Kubert et S. Lang. Il re´sulte aussi de la version
effective du the´ore`me de Siegel pour les reveˆtements galoisiens, car j :
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X(N) → P1 est un reveˆtement galoisien. Les cas de X1(N) et X0(N) sont
dus a` Yu. Bilu (1995).
Cette liste n’e´puise pas le champ d’applications de la me´thode ; ainsi K. Gyo˝ry a
montre´ comment l’utiliser pour certaines classes d’e´quations formes de´composables
(8). En 1976 il a donne´ les premie`res bornes explicites pour les solutions d’e´quations
formes discriminants et formes indices (en anglais discriminant form equations
et index form equations). Il s’agit des e´quations (8) dans lesquelles les valeurs de
la forme F en des points x ∈ Zm sont pre´cise´ment les discriminants ou les indices
des entiers d’un corps de nombres. Dire que la forme indice vaut ±1 revient a` dire
que l’anneau des entiers du corps de nombres est monoge`ne, c’est-a`-dire de la forme
Z[α]. De ses re´sultats Gyo˝ry a de´duit diverses applications en the´orie des nombres
alge´briques. Par exemple, il a montre´ que, a` translation pre`s par des e´le´ments de
Z, il n’y a qu’un nombre fini d’e´le´ments α de K tels que l’anneau des entiers de
K soit de la forme Z[α], et il a fournit une borne explicite pour la hauteur de ces
α. De plus, a` translation f(X) +→ f(X +a) pre`s avec a ∈ Z, il n’y a qu’un nombre
fini de polynoˆmes unitaires f ∈ Z[X] de discriminant non nul donne´, et tous ces f
peuvent eˆtre de´termine´s effectivement. En 1978, K. Gyo˝ry et Z.Z. Papp ont donne´
une version effective du the´ore`me de finitude de W.M. Schmidt pour une classe
d’e´quations normiques. Ces re´sultats ont diverses applications et ge´ne´ralisations
(K. Gyo˝ry, Z.Z. Papp, L.A. Trelina, S.V. Kotov, I. Gaa´l, Y. Bugeaud. . . ). Par
exemple, graˆce a` un argument effectif de spe´cialisation, K. Gyo˝ry a ge´ne´ralise´ les
re´sultats pre´ce´dents aux e´quations sur des anneaux quelconques de type fini sur
Z.
D’apre`s des the´ore`mes classiques de J-L. Lagrange et Ch. Hermite, il n’y a
qu’un nombre fini de classes de formes quadratiques ou cubiques respectivement,
deux a` deux non e´quivalentes (sous le groupe unimodulaire), a` coefficients entiers,
de discriminant non nul donne´ ; ces e´nonce´s sont effectifs. Une ge´ne´ralisation non
effective avait e´te´ obtenue par B.J. Birch et J.R. Merriman pour les formes de
degre´ n > 3. En utilisant la me´thode de Gel’fond-Baker, une version quantitative
effective a e´te´ obtenue par J.H. Evertse et K. Gyo˝ry en 1991. Cet e´nonce´ est
important par exemple en ge´ome´trie des nombres.
Les majorations provenant de la me´thode transcendante concernent la taille
des solutions, soit dans l’anneau des entiers d’un corps de nombres, soit plus
ge´ne´ralement dans l’anneau des S-entiers de K. Ainsi, quand K est un corps de
nombres et S un ensemble fini de valeurs absolues de K, il n’y a qu’un nombre fini
de courbes elliptiques surK avec bonne re´duction en dehors de S, et la me´thode de
Gel’fond-Baker permet de les de´terminer effectivement. Par exemple, M. Agrawal,
J.H. Coates, D.C. Hunt et A.J. van der Poorten ont montre´ que la liste connue
des courbes elliptiques sur Q de conducteur 11 e´tait comple`te. Les courbes de
genre 2 qui ont mauvaise re´duction en 2 seulement sont aussi connues graˆce a`
N.P. Smart. A` ce propos, un argument de crible a permis a` R.G.E. Pinch de
ramener la conjecture de Shimura-Taniyama a` la ve´rification du fait que toutes les
solutions de certaines e´quations diophantiennes, telles que y2 = x3 + 1728k, sont
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exactement celles que l’on connaˆıt.
Dans certains cas, on peut aussi faire varier les exposants et traiter les
e´quations diophantiennes exponentielles. De`s 1940, A.O. Gel’fond avait e´tudie´ des
e´quations de la forme αx + βy = γz, ou` α,β, γ sont des nombres alge´briques
non nuls fixe´s, et les inconnues x, y, z sont des entiers rationnels. On peut
maintenant traiter des e´quations bien plus ge´ne´rales (celle de Gel’fond est un
cas particulier d’e´quations (10) en S-unite´s). Un des exemples les plus ce´le`bres
d’e´quations diophantiennes exponentielles est l’e´quation de Catalan, et le the´ore`me
de R. Tijdeman (1976) s’e´nonce : il n’y a qu’un nombre fini de quadruplets
(x, y, p, q) d’entiers, tous ≥ 2, ve´rifiant
xp − yq = 1.
La seule solution connue de l’e´quation de Catalan est (x, y, p, q) = (3, 2, 2, 3).
Catalan a conjecture´ en 1844 qu’il n’y en avait pas d’autres. La premie`re majora-
tion explicite pour une solution de cette e´quation a e´te´ fournie par M. Langevin :
yq < xp < exp exp exp exp(730). Le point essentiel consiste a` borner le plus grand
facteur premier de pq, et la borne de Langevin est e241. Graˆce a` des estimations
raffine´es de combinaisons line´aires de deux logarithmes qu’il a obtenues en collab-
oration avec M. Laurent et Yu.V. Nesterenko, M. Mignotte a de´montre´, pour toute
solution x, y, p, q, l’encadrement 106 ≤ max{p, q} ≤ 1018. Il a montre´ aussi qu’il
n’y avait pas de solution avec min{p, q} ≤ 105. Un groupe de mathe´maticiens de
Bowling Green (Ohio, USA) travaille e´galement sur cette question. Ces re´sultats
nume´riques sont loin de permettre une solution comple`te de la conjecture de Cata-
lan, et il semble qu’une ide´e nouvelle soit encore ne´cessaire.
Le the´ore`me de Tijdeman a connu diverses ge´ne´ralisations, par exemple aux
corps de nombres, ou encore au cas non archime´dien (A.J. van der Poorten,
B. Brindza, K. Gyo˝ry, R. Tijdeman. . . ).
Le principe de base consiste a` ramener les e´quations polynomiales conside´re´es
ci-dessus a` des e´quations a` deux inconnues en S-unite´s. Ceci explique le fait qu’un
re´sultat clef dans les applications de la me´thode de Gel’fond-Baker aux e´quations
diophantiennes soit le suivant : si K est un corps de nombres et S un ensemble
fini de valeurs absolues de K (contenant les valeurs absolues archime´diennes),
l’e´quation (5) n’a qu’un nombre fini de solutions (u1, u2) en S-unite´s de K. De
plus on peut donner des bornes explicites pour la hauteur de ces solutions.
La de´monstration de cet e´nonce´ a` son tour repose sur une estimation
provenant de la the´orie des nombres transcendants. On e´crit u1 et u2 en utilisant
une base '1, . . . , 'r du groupe des S-unite´s modulo la torsion. Alors une “grande”
solution (u1, u2) de l’e´quation diophantienne (5) fournit une “petite” valeur pour
une expression de la forme
|aζ'b11 · · · 'brr − 1|v, (14)
ou` a est l’un des coefficients de (5), ζ est une racine de l’unite´, b1, . . . , br sont des
entiers rationnels et v ∈ S. La “the´orie des formes line´aires de logarithmes” fournit
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une minoration de tels nombres, qui est pre´cise en fonction de max{|b1|, . . . , |br|}.
Cette minoration, jointe au lien que nous avons explique´ entre de grandes solutions
de l’e´quation (5) et de petites valeurs de (14), fournit finalement une majoration
de la hauteur des solutions.
Cet argument permet de re´soudre les e´quations de Thue (3). En fait le passage
par une e´quation en unite´s (5) n’est performant que pour majorer le nombre de
solutions. Quand on veut estimer la taille des solutions elles-meˆmes, il est plus
efficace de raisonner directement de manie`re le´ge`rement diffe´rente. Partant d’une
solution (x, y) ∈ Z × Z d’une e´quation (3), on peut supposer |y| “grand” ; alors
x/y est “proche” d’une des racines complexes du polynoˆme F (T, 1) ∈ Z[T ], disons
α1. Soient α2 et α3 deux autres racines. Le nombre
µ =
α3 − α1
α2 − α1 ·
x− α2y
x− α3y =
α3 − α1
α2 − α1 ·
x/y − α2
x/y − α3
est proche de 1, comme on le voit en remplac¸ant x/y par α1. Le the´ore`me des
unite´s de Dirichlet montre que les deux nombres x−α2y et x−α3y appartiennent
a` un groupe multiplicatif de type fini. Il en est donc de meˆme de µ, et on peut
e´crire
µ = η0ηb11 · · · ηbrr
avec des nombres alge´briques connus η0, η1, . . . , ηr, et des entiers rationnels
b1, . . . , br. Les ine´galite´s a` la Baker permettent enfin de minorer
|η0ηb11 · · · ηbrr − 1|.
Les bornes obtenues initialement par la me´thode de Gel’fond-Baker provenant
de minorations de combinaisons line´aires de logarithmes e´taient astronomiques.
Par exemple, en 1970, le re´sultat de Baker et Coates sur les courbes de genre 1
donnait une borne totalement explicite
max{|x|, |y|} < exp exp exp
((
2H
)10n10)
,
pour les points entiers (x, y) ∈ Z × Z sur une courbe f(x, y) = 0 de genre 1, le
polynoˆme f ∈ Z[X,Y ] e´tant absolument irre´ductible, de degre´ n, et de coefficients
en valeur absolue majore´s par H. En 1992, la borne a e´te´ conside´rablement
ame´liore´e par W.M. Schmidt : il n’y a plus qu’une exponentielle au lieu de trois, et
10n
10
est remplace´ par (4n)13 (mais le coefficient 2 de 2H est aussi remplace´ par une
fonction de n). Les meˆmes arguments permettent aussi de majorer explicitement
les points entiers sur les courbes de genre 0 dans le cas ou` le the´ore`me de
Siegel s’applique, a` savoir quand il y a au moins trois places a` l’infini (Yu. Bilu,
D. Poulakis).
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Dans le meˆme ordre d’ide´es, A. Baker a montre´ en 1968 que l’e´quation de
Mordell y2 = x3 + k, pour k entier rationnel non nul, a toutes ses solutions (x, y)
dans Z× Z majore´es par
max{|x|, |y|} < exp
((
1010|k|)104).
Le meilleur e´nonce´ the´orique pour l’e´quation de Mordell reste celui de H.M. Stark
en 1973 : pour tout ' > 0 il existe une constante c(') > 0 effectivement calculable
telle que
max{|x|, |y|} < exp(c(')|k|1+&), (15)
mais on est loin de la conjecture de Hall qui pre´dit
max{|x|3, y2} < c|k|6,
avec une constante absolue c. Il se pourrait cependant que cette estimation soit un
peu trop optimiste : la conjecture (13) ne pre´dit qu’un exposant 6 + ' (avec une
constante c remplace´e par c(')), et les travaux de P. Vojta fournissent, pour des
situations analogues, des exemples ou` un tel ' ne peut pas eˆtre omis.
Pour re´soudre explicitement des e´quations diophantiennes concre`tes, il faut
combiner la me´thode de Gel’fond-Baker avec des algorithmes de re´duction. En
1969, A. Baker et H. Davenport ont introduit un proce´de´ reposant sur une
utilisation inge´nieuse des fractions continues qui, associe´ a` la me´thode de Gel’fond-
Baker, leur permet de re´soudre explicitement le syste`me d’e´quations
3x2 − 2 = y2, 8x2 − 7 = z2;
il n’y a pas d’autre solution en entiers positifs (x, y, z) que (1, 1, 1) et (11, 19, 31).
Cette me´thode permet de re´soudre comple`tement des e´quations de Thue de degre´
3 ou 4.
En 1982, A.K. Lenstra, H.W. Lenstra et L. Lova´sz ont de´veloppe´ un analogue
de la the´orie des fractions continues en dimension supe´rieure qui fournit un
algorithme efficace (en abre´ge´ LLL) de re´duction d’une base d’un re´seau. Cet
outil, avec la me´thode de Gel’fond-Baker, permit dans les anne´es 80 a` B.M.M. de
Weger et N. Tzanakis de de´crire un proce´de´ ge´ne´ral et concre`tement applicable
pour re´soudre toute e´quation de Thue ne faisant intervenir que des invariants
alge´briques (degre´, discriminant, unite´s fondamentales) de taille raisonnable. Ils
ont ainsi re´solu des e´quations de Thue jusqu’en degre´ 6, et P. Voutier est parvenu
au degre´ 14 avec l’exemple suivant :
• Soit f(X) le polynoˆme minimal de 2 cos(2pi/29) (le degre´ de f est 14).
Posons F (X,Y ) = Y 14f(X/Y ) ; si x et y sont des entiers rationnels ve´rifiant
F (x, y) = ±1,±29, alors max{|x|, |y|} ≤ 2.
Des e´quations de Thue relatives (dont les coefficients et les inconnues sont dans
un corps de nombres) ont e´te´ aussi re´solues : effectivement (V.G. Sprindzˇuk,
S.V. Kotov. . . ), puis explicitement (B.M.M. de Weger, I. Gaa´l, N.P. Smart. . . ).
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La liste comple`te des solutions de certaines familles d’e´quations diophan-
tiennes peut maintenant eˆtre fournie (travaux de E. Thomas, M. Mignotte,
N. Tzanakis, A. Petho˝, P. Voutier, R. Tichy, R. Roth, F. Lemmermeyer, N.P. Smart
et G. Niklasch. . . ). Ainsi, pour n ≥ 4, l’e´quation diophantienne
x3 − (n− 1)x2y − (n+ 2)xy2 − y3 = 1
n’a que les solutions triviales (1, 0), (0,−1) et (−1, 1).
Un pas supple´mentaire a e´te´ franchi par Yu. Bilu et G. Hanrot ; au
lieu d’approcher simultane´ment plusieurs nombres, ils arrivent a` se contenter
d’approcher un seul nombre re´el par des rationnels. En travaillant avec des unite´s
vivant dans un petit sous-corps, ils peuvent ainsi re´soudre une e´quation de Thue
de degre´ 2505 et montrer que le 5011e`me terme d’une suite de Lucas ou de Lehmer
posse`de toujours un diviseur primitif (un nombre premier p est un diviseur primitif
de un si p divise un mais p ne divise pas um pourm < n). Cette e´tude des diviseurs
primitifs (A. Schinzel, C.L. Stewart, P. Voutier) a conside´rablement progresse´ par
ces me´thodes, et finalement en 1997, Yu. Bilu, G. Hanrot et P. Voutier ont pu
donner une re´ponse de´finitive a` ce proble`me : tout e´le´ment un d’indice n ≥ 30,
d’une suite de Lucas ou de Lehmer, admet un diviseur primitif.
Il existe bien d’autres applications diophantiennes de la me´thode de Gel’fond-
Baker. Par exemple, en the´orie alge´brique des nombres, pour savoir si un anneau
d’entiers d’une extension finie d’un corps de nombres est monoge`ne, on est amene´
a` re´soudre des e´quations formes indices, comme nous l’avons mentionne´ ci-dessus.
Celles-ci ont fait l’objet de travaux approfondis de K. Gyo˝ry et de son e´cole
(ainsi que d’une e´tude p-adique par L.A. Trelina). I. Gaa´l, A. Petho˝, M. Pohst
et N.P. Smart ont de´veloppe´ un algorithme efficace pour re´soudre des e´quations
formes discriminants et formes indices de petit degre´. En particulier, on peut
pratiquement de´cider si un corps de nombres cubique, ou meˆme quartique, est
monoge`ne ou non. J. Cougnard et V. Fleckinger ont prouve´ que certains anneaux
d’entiers d’une extension finie d’un corps quadratique imaginaire ne sont pas
monoge`nes en montrant, par la me´thode de Gel’fond-Baker, que certaines courbes
elliptiques n’ont pas de point a` coordonne´es entie`res.
De`s les anne´es 30, K. Mahler et A.O. Gel’fond ont aussi e´tabli des estimations
p-adiques. Apre`s A. Schinzel (en 1967, pour deux logarithmes), V.G. Sprindzˇuk
et J.H. Coates (inde´pendamment) ont obtenu les premie`res minorations effectives
de combinaisons line´aires de logarithmes de nombres alge´briques. Sprindzˇuk a
applique´ ses estimations pour majorer les solutions de nombreuses e´quations
diophantiennes (par exemple les e´quations de Thue-Mahler). Ces recherches ont e´te´
poursuivies, paralle`lement a` la the´orie archime´dienne (S.V. Kotov, J.H. Loxton,
A.J. van der Poorten, C.L. Stewart, Yu Kunrui, Dong Ping Ping, Y. Bugeaud et
M. Laurent. . . ). Graˆce a` B.M.M. de Weger et N. Tzanakis, on dispose maintenant
d’algorithmes efficaces pour re´soudre explicitement de telles e´quations.
Les estimations p-adiques sont utiles dans de multiples questions diophanti-
ennes, par exemple celles lie´es aux suites re´currentes line´aires et aux suites de Lucas
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(C.L. Stewart, M. Mignotte, N. Tzanakis, A. Petho˝, P. Voutier, M.A. Bennett. . . ),
l’e´tude du plus grand facteur premier de valeurs de polynoˆmes ou d’entiers en
progression arithme´tique (travaux de K. Ramachandra, T.N. Shorey, R. Tijde-
man, M. Langevin, R. Balasubramanian, M. Keates, S.V. Kotov, M. Mignotte,
V.G. Sprindzˇuk, J. Turk, N. Tzanakis et B.M.M. de Weger. . . ), l’e´tude de
formes de´composables en des points entiers (K. Gyo˝ry, Z.Z. Papp, L.A. Trelina,
S.V. Kotov. . . ), ou encore l’e´tude des proprie´te´s arithme´tiques de discriminants
des polynoˆmes, des formes binaires ou bien des nombres alge´briques (K. Gyo˝ry,
Z.Z. Papp, L.A. Trelina, J.H. Evertse. . . ).
Certains proble`mes requie`rent l’emploi de divers arguments : la me´thode
transcendante de Gel’fond-Baker est parfois combine´e avec d’autres outils. Un
exemple ou` des raisonnements de nature combinatoire (remontant a` J.J. Sylvester
au XIXe`me sie`cle) sont associe´s avec des re´sultats de the´orie analytique des nombres
premiers concerne la conjecture de C.A. Grimm (1969) : si n et k sont des entiers
positifs et si aucun des entiers conse´cutifs n + 1, n + 2, . . . , n + k n’est premier,
alors il existe des nombres premiers deux a` deux distincts p1, . . . , pk tels que
pi divise n + i pour 1 ≤ i ≤ k (graˆce a` des e´nonce´s de the´orie analytique
des nombres des anne´es 1930 — G. Hoheisel et A.E. Ingham—, on sait que
l’hypothe`se n’est ve´rifie´e que pour k ≤ n2/3). Selon P. Erdo˝s et J.L. Selfridge,
cette conjecture implique que la suite (pn+1 − pn)/√pn tend vers ze´ro quand n
tend vers l’infini, (pn)n≥1 = (2, 3, 5, . . .) de´signant la suite des nombres premiers.
Une autre conse´quence de la conjecture de Grimm concerne la fonction plus grand
facteur premier note´e P :
P
(
(n+ 1) · · · (n+ k)) ≥ min{n+ 1, pk}. (16)
La me´thode de Gel’fond-Baker a permis a` K. Ramachandra, T.N. Shorey et
R. Tijdeman d’une part, M. Langevin de l’autre, d’obtenir des re´sultats partiels
sur ces questions. Ainsi l’ine´galite´ (16) est vraie a` un nombre fini d’exceptions
e´ventuelles pre`s.
Une conjecture plus ge´ne´rale que celle de Grimm a aussi e´te´ propose´e par
M. Langevin : si n1 < n2 < · · · < nk sont des entiers multiplicativement
de´pendants, il existe un nombre premier dans l’intervalle [n1, nk]. Par exemple,
les ine´galite´s N2 < N(N + 1) < (N + 1)2 montrent que cette conjecture entraˆıne
l’existence d’un nombre premier dans tout intervalle [N2, (N + 1)2], pour N ≥ 1.
Au lieu d’appliquer directement des minorations de formes line´aires de
logarithmes, comme le faisaient K. Ramachandra, T.N. Shorey et R. Tijdeman,
M. Langevin a aussi utilise´ la majoration (15) de H.M. Stark pour les solutions
de l’e´quation de Mordell ; cela lui a permis de donner des re´sultats plus pre´cis
sur ces questions, en faisant intervenir la fonction radical (qui intervient dans la
conjecture abc au §5.1) a` la place de la fonction plus grand facteur premier. A`
ce propos, une conjecture d’Erdo˝s stipule qu’entre deux entiers rationnels a < b
qui ve´rifient r(a) = r(b), il existe toujours un nombre premier. La me´thode de
Baker-Stark, combine´e a` des re´sultats de C.L. Stewart et Yu Kunrui, permet a`
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M. Langevin de minorer b − a par c(')(log b)(2/3)−& quand les entiers rationnels
a < b ve´rifient r(a) = r(b). C’est encore la me´thode de Gel’fond-Baker qui permet
a` R. Tijdeman d’obtenir un re´sultat essentiellement optimal concernant la suite
croissante (ni)i≥1 des entiers tels que r(ni) divise une constante : elle ve´rifie
ni+1 − ni ≥ ni(log ni)−c,
avec une constante c positive.
Enfin une conjecture de P. Erdo˝s et A. Woods, motive´e par une question de
logique, affirme l’existence d’un entier positif k tel que les conditions r(n + i) =
r(m+ i) pour i = 1, . . . , k impliquent n = m. On soupc¸onne que k = 3 convient :
cela voudrait dire que si deux entiers distincts n et m ont les meˆmes facteurs
premiers, et si n+1 et m+1 ont aussi les meˆmes facteurs premiers, alors n+2 et
m + 2 ne peuvent pas avoir encore les meˆmes facteurs premiers. En revanche les
exemples
(n = 75, m = 1215) et
(
n = 2h − 2, m = 2h(2h − 2)), (h ≥ 1)
montrent que k = 2 ne convient pas. La me´thode de Gel’fond-Baker conduit a`
des re´sultats partiels, comme cela a e´te´ montre´ sous l’impulsion de T.N. Shorey,
tandis que M. Langevin de´duit cette conjecture d’Erdo˝s-Woods (a` un nombre fini
d’exceptions pre`s) de la conjecture abc.
Nous avons dit que des liens e´troits existaient entre les diffe´rents paragraphes ;
en fait bien souvent la solution d’une e´quation diophantienne ne´cessite le recours
a` diffe´rentes me´thodes. Les re´sultats que nous venons de mentionner utilisent
quelque part la me´thode de Gel’fond-Baker, mais fre´quemment d’autres outils
sont simultane´ment employe´s, par exemple des approximants de Pade´ (§1.5). Un
exemple ou` une grande varie´te´ de techniques diverses d’approximation diophanti-
enne entre en jeu est le travail de M.A. Bennett et B.M.M. de Weger sur l’e´quation
diophantienne |axn− byn| = 1 : pour b ≥ a > 0 et n ≥ 3 entier rationnels, avec un
ensemble fini explicite d’exceptions e´ventuelles (a, b, n), cette e´quation posse`de au
plus une solution.
5.3 Groupes alge´briques et ge´ome´trie diophantienne
En liaison avec la me´thode de Gel’fond-Baker vont eˆtre de´veloppe´s de
nouveaux travaux sur les groupes alge´briques. Le proble`me de l’inde´pendance
line´aire de pe´riodes d’inte´grales elliptiques ou abe´liennes fit l’objet des recherches
de A. Baker, J.H. Coates, puis D.W. Masser et aussi S. Lang. D.W. Masser allait
avoir une grande influence sur ce sujet. En de´signant par (ω1,ω2) une base du
groupe des pe´riodes d’une fonction elliptique d’invariants g2, g3 alge´briques, et
par η1, η2 les quasi-pe´riodes correspondantes de la fonction zeˆta associe´e, il montre
que l’espace vectoriel engendre´ sur le corps des nombres alge´briques par les six
nombres 1,ω1,ω2, η1, η2, 2ipi a pour dimension 4 dans le cas ou` la courbe admet des
endomorphismes non triviaux (cas CM— multiplication complexe), et 6 sinon. Des
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e´nonce´s partiels avaient de´ja` e´te´ e´tablis par A. Baker et J.H. Coates. D.W. Masser
re´sout aussi le proble`me de l’analogue elliptique du the´ore`me de Baker, d’abord
dans le cas de multiplication complexe dans sa the`se, puis dans le cas ou` il n’y a pas
de multiplication complexe, dans un article avec D. Bertrand. L’argument qu’ils
emploient est surprenant : il de´duisent le re´sultat attendu du crite`re de Schneider-
Lang, qui e´tait connu avant les travaux de Baker. Leur argument vaut non
seulement sur les courbes elliptiques, mais aussi sur le groupe multiplicatif. Ainsi le
the´ore`me de transcendance sur l’inde´pendance line´aire de logarithmes de nombres
alge´briques, de´montre´ par A. Baker en 1966, e´tait de´ja` contenu (implicitement, il
est vrai !) dans la litte´rature. Mais le point important de la me´thode de Gel’fond-
Baker est la possibilite´ de fournir des estimations diophantiennes effectives, et
meˆme explicites.
Vers 1985, G. Wu¨stholz parvint a` de´montrer l’extension attendue aux groupes
alge´briques du the´ore`me de transcendance de Baker.
• The´ore`me du sous-groupe analytique de Wu¨stholz. Soit G un groupe
alge´brique commutatif de´fini sur le corps Q des nombres alge´briques. Notons
TG l’espace tangent de G a` l’origine, de sorte que TG(C) est l’alge`bre de Lie
de G(C), et expG : TG(C) → G(C) l’application exponentielle du groupe
de Lie G(C). Soit u ∈ TG(C) tel que expG(u) ∈ G(Q). Alors le sous-espace
vectoriel de TG(C), rationnel sur Q, engendre´ par u, est l’alge`bre de Lie d’un
sous-groupe alge´brique de G.
Cet e´nonce´ permet de re´soudre plusieurs questions concernant la transcendance
de valeurs de fonctions spe´ciales. Le the´ore`me du sous-groupe analytique est un
e´nonce´ tre`s ge´ne´ral sur l’inde´pendance line´aire, avec des coefficients alge´briques,
de “logarithmes” (en un sens e´tendu) de points alge´briques sur des groupes
alge´briques. Ainsi la transcendance de valeurs d’inte´grales abe´liennes peut eˆtre
e´tablie sous des hypothe`ses naturelles. Ce the´ore`me de Wu¨stholz est l’outil
principal dans les recherches de J. Wolfart sur la question de la transcendance
des valeurs de fonctions hyperge´ome´triques de Gauss ; une re´ponse comple`te est
ainsi connue, au moins dans le cas ou` le groupe de monodromie est arithme´tique.
Le the´ore`me du sous-groupe analytique ne contient pas, par exemple, le
the´ore`me des six exponentielles. Mais le the´ore`me du sous-groupe alge´brique,
auquel nous avons fait allusion plus haut (§3.3), contient a` la fois le the´ore`me
de Wu¨stholz et les minorations connues pour le rang de matrices a` coefficients
logarithmes de nombres alge´briques (§ 3.2 et § 3.3).
On sait maintenant obtenir des minorations pour des combinaisons line´aires
de logarithmes sur des groupes alge´briques. Les estimations ne sont pas encore
tout-a`-fait aussi bonnes que pour les logarithmes usuels, mais, a` la suite des travaux
de N. Hirata-Kohno notamment, elles n’en sont pas trop loin. On doit a` S. David
une version comple`tement explicite d’une minoration d’une combinaison line´aire de
logarithmes elliptiques. Cette estimation diophantienne joue un roˆle crucial dans
une approche originale, propose´e initialement par S. Lang et de´veloppe´e ensuite
par D.B. Zagier, pour de´terminer les points entiers sur une courbe elliptique dont
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on connaˆıt une base du groupe de Mordell-Weil. Un algorithme de Yu.V. Manin
permet de trouver une telle base quand la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer est ve´rifie´e. Cette me´thode a e´te´ mise en œuvre concre`tement par J. Gebel,
A. Petho˝ et H.G. Zimmer d’une part, R.J. Stroeker et N. Tzanakis d’autre part. En
voici deux applications : la liste comple`te des solutions de l’e´quation diophantienne
y2 = (x+ p)(x2 + p2) avec p = 337
est donne´e par
(x,±y) = (−337, 0), (−287, 3130), (2113, 105910), (56784, 13571615).
Pour k ∈ Z, 0 < |k| < 104, toutes les solutions de l’e´quation y2 = x3 + k
ve´rifient |y| < 1013. Re´cemment Petho˝ et Zimmer ont e´tendu leur me´thode a`
la de´termination des solutions en S-entiers.
Un analogue p-adique (pour deux logarithmes elliptiques seulement) de
l’e´nonce´ de S. David, obtenu par G. Re´mond et F. Urfels, a e´te´ utilise´ de manie`re
similaire par N.P. Smart pour de´terminer tous les points S-entiers sur certaines
courbes elliptiques.
Baker avait explique´ comment sa de´monstration, permettant de minorer
des combinaisons line´aires non nulles de logarithmes de nombres alge´briques,
pouvait s’adapter a` l’e´tude de combinaisons line´aires nulles : si logα1, . . . , logαn
sont des logarithmes Q-line´airement de´pendants de nombres alge´briques, alors
il obtient l’existence d’une relation b1 logα1 + · · · + bn logαn = 0, avec des
entiers rationnels b1, . . . , bn non tous nuls qu’il sait majorer. On peut convertir
cet e´nonce´ en e´vitant tout recours a` des nombres transcendants : si α1, . . . ,αn
sont des nombres alge´briques multiplicativement de´pendants, c’est-a`-dire s’il existe
des entiers rationnels b1, . . . , bn non tous nuls tels que αb11 · · ·αbnn = 1, alors
on peut trouver une telle relation avec une bonne majoration des |bi|. En fait,
H.M. Stark a remarque´ que des arguments de ge´ome´trie des nombres permettent
de donner des bornes plus pre´cises que les arguments transcendants de Baker, et
ce point de vue a e´te´ poursuivi par plusieurs auteurs, parmi lesquels J. Loxton et
A.J. van der Poorten, puis E.M. Matveev, et enfin D. Bertrand. Ce dernier propose
une nouvelle approche pour controˆler l’ensemble des relations entre des nombres
alge´briques multiplicativement de´pendants. Il calcule le covolume de cet ensemble
en fonction du degre´ d’un sous-groupe alge´brique d’un tore. Les meˆmes outils
(the´orie de la dualite´ de re´seaux d’un espace euclidien) lui permettent d’e´tablir
une formule reliant les degre´s de sous-varie´te´s abe´liennes orthogonales dans une
varie´te´ abe´lienne polarise´e.
Cependant la ge´ome´trie des nombres ne permet pas (jusqu’a` pre´sent) de
traiter des questions analogues portant sur des pe´riodes de varie´te´s abe´liennes,
alors que l’approche transcendante par la me´thode de Gel’fond-Baker s’y re´ve`le
efficace. Ainsi le the´ore`me d’isoge´nie de G. Faltings, e´tape importante dans la
de´monstration par ce dernier de la conjecture de Mordell, peut eˆtre de´montre´ par
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des arguments de la the´orie des nombres transcendants. La premie`re tentative
dans cette direction est due a` S. Lang, et a e´te´ poursuivie par D.W. Masser et
D. Bertrand, puis D.V. et G.V. Chudnovsky suivis de M. Laurent, enfin et surtout
par D.W. Masser et G. Wu¨stholz. Quand A est une varie´te´ abe´lienne sur un corps
de nombres K, on peut majorer (en fonction de A et K) le degre´ d’une isoge´nie
entre A et une autre varie´te´ abe´lienne de´finie sur K. Pour des courbes elliptiques,
S. David obtient meˆme une version totalement explicite (et son estimation a e´te´
raffine´e par F. Pellarin). Les travaux de D.W. Masser et G. Wu¨stholz ont e´te´
revisite´s par J-B. Bost dans le cadre de la the´orie des intersections arithme´tiques
d’Arakelov.
Un autre domaine de la ge´ome´trie diophantienne ou` les me´thodes transcen-
dantes apportent des re´sultats originaux concerne la recherche de minorations pour
la hauteur de points rationnels. Dans le cas d’un groupe multiplicatif, nous avons
rencontre´ le proble`me de Lehmer. L’analogue de cette question sur les courbes ellip-
tiques et plus ge´ne´ralement les varie´te´s abe´liennes a e´te´ de´veloppe´ par D.W. Masser
et M. Anderson, dont les estimations ont ensuite e´te´ raffine´es, notamment par
S. David. Pour les courbes elliptiques de type CM, M. Laurent a obtenu une es-
timation de meˆme qualite´ que le the´ore`me de Dobrowolski : il minore la hauteur
de Ne´ron-Tate des points rationnels (sur un corps de nombres) qui ne sont pas de
torsion. Cette estimation a e´te´ e´tendue par S. David et M. Hindry aux varie´te´s
abe´liennes de type CM.
P. Philippon s’est aussi inte´resse´ a` la hauteur de sous-varie´te´s alge´briques
de dimension ≥ 0 d’une varie´te´ abe´lienne A. Il de´finit des hauteurs normalise´es
(e´tendant la hauteur de Ne´ron-Tate) et il conjecture un analogue dans cette
situation du the´ore`me de Kronecker : les sous-varie´te´s dont la hauteur normalise´e
est nulle sont les translate´es de sous-varie´te´s abe´liennes. Cela a e´te´ en effet e´tabli
par E. Ullmo et S. Zhang dans leur solution d’une conjecture de F.A. Bogomolov.
L’analogue multiplicatif de cette conjecture a fait l’objet de travaux de S. Zhang,
D.B. Zagier, F. Beukers, W.M. Schmidt, E. Bombieri, U. Zannier, Yu. Bilu, tandis
que le cas des varie´te´s abe´liennes a e´te´ conside´re´ par E. Bombieri et U. Zannier.
P. Philippon et S. David ont fait un pas de plus en direction de l’analogue du
proble`me de Lehmer, car ils obtiennent une minoration de la hauteur des sous-
varie´te´s de hauteur non nulle.
6. Lemmes de ze´ros
Les de´monstrations de la the´orie des nombres transcendants reposent toutes
sur des arguments d’approximation diophantienne : on trouve toujours, plus
ou moins cache´ dans la preuve, le fait qu’un entier rationnel non nul a une
valeur absolue supe´rieure ou e´gale a` 1. La de´monstration consiste ge´ne´ralement
a` construire, par divers moyens, un nombre alge´brique non nul, que l’on minore
habituellement a` l’aide d’une ine´galite´ a` la Liouville, et que l’on majore le plus
souvent de manie`re analytique (lemme de Schwarz). Le point de´licat est presque
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toujours de montrer que le nombre en question n’est pas nul : c’est la` qu’intervient
le lemme de ze´ros. Sous ce nom sont regroupe´s divers re´sultats : majoration du
nombre de ze´ros (ou de la multiplicite´) de certaines fonctions ou de certains
polynoˆmes, non-nullite´ de certains de´terminants. . .
La difficulte´ que soule`ve ce proble`me de de´montrer qu’un certain nombre
n’est pas nul apparaˆıt de´ja` dans les travaux d’Hermite ; le nombre en question
est alors un de´terminant. Ch. Hermite explique comment sa de´monstration serait
simple si ce de´terminant ne s’annulait pas, et il doit utiliser des arguments plus
complique´s dans le cas ou` il s’annule.
Ce proble`me apparaˆıt dans chaque de´monstration de transcendance, que ce
soit chez F. Lindemann, K. Weierstraß, A.O. Gel’fond, Th. Schneider, ou encore
A. Thue, F. Dyson, K.F. Roth, W.M. Schmidt. Dans le travail de Gel’fond en
1949 sur l’inde´pendance alge´brique est e´nonce´, explicitement, un lemme de ze´ros
pour une de´monstration de la the´orie des nombres transcendants. Il concerne les
polynoˆmes exponentiels complexes. Dans le cas re´el, le re´sultat, bien plus simple,
est duˆ a` G. Po´lya ; A.O. Gel’fond et Yu. Linnik l’ont utilise´ pour donner des
de´monstrations “e´le´mentaires” de transcendance. K. Mahler, puis R. Tijdeman
ont sensiblement simplifie´ le lemme de ze´ros de Gel’fond pour les polynoˆmes
exponentiels complexes.
• Soient a1, . . . , an des polynoˆmes dans C[z] de degre´s d1, . . . , dn, et soient
w1, . . . , wn des nombres complexes deux a` deux distincts. On pose
Ω = max{|w1|, . . . , |wn|}.
Alors le nombre de ze´ros (compte´s avec multiplicite´s) de la fonction
z +−→
n∑
i=1
ai(z)ewiz
dans le disque |z| ≤ R de C est majore´ par 2(d1 + · · ·+ dn + n− 1) + 5RΩ.
A` partir des anne´es 70, D.W. Masser e´tudie les lemmes de ze´ros de fac¸on
syste´matique. Il introduit divers types d’arguments, d’abord dans sa the`se,
puis dans son e´tude de l’inde´pendance line´aire de logarithmes abe´liens dans
le cas CM, ensuite dans des travaux en commun avec W.D. Brownawell.
L’utilisation du re´sultant que proposent Brownawell et Masser, puis des me´thodes
d’e´limination et en particulier des formes de Chow introduites dans ce contexte
par Yu.V. Nesterenko, vont eˆtre a` la source des principaux progre`s re´cents. C’est
encore une me´thode d’e´limination qui permet en 1980 a` D.W. Masser d’obtenir un
lemme de ze´ros en plusieurs variables, aussi bien pour les polynoˆmes que pour les
polynoˆmes exponentiels, ouvrant ainsi la voie d’une part a` une nouvelle approche
de la transcendance en plusieurs variables, d’autre part aux lemmes de ze´ros sur les
groupes alge´briques. Ce dernier the`me va faire l’objet de recherches communes de
D.W. Masser et G. Wu¨stholz (qui appliquent leur lemme de ze´ros a` des proble`mes
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d’inde´pendance alge´brique), puis de G. Wu¨stholz qui obtient alors le lemme de
multiplicite´ que l’on attendait pour pouvoir e´tendre aux groupes alge´briques le
the´ore`me de Baker. Ce lemme de ze´ros a e´te´ acheve´ par P. Philippon (avec un pe-
tit raffinement ulte´rieur par L. Denis), dont l’e´nonce´ est maintenant utilise´ dans de
tre`s nombreux travaux. C’est devenu un outil indispensable pour la transcendance.
Dans une autre direction, le lemme que Dyson avait introduit dans ses
recherches sur l’approximation diophantienne a fait l’objet de plusieurs travaux.
C. Viola en a donne´ une variante qui, nous l’avons vu, s’est re´ve´le´e tre`s utile
dans un travail de E. Bombieri en approximation diophantienne. H. Esnault
et E. Viehweg ont ge´ne´ralise´ ce lemme de Dyson graˆce a` des arguments plus
sophistique´s de ge´ome´trie alge´brique. Apre`s le travail de P. Vojta qui re´ve`le
des liens profonds entre l’approximation diophantienne (ainsi que la ge´ome´trie
diophantienne) et la the´orie de Nevanlinna, G. Faltings a de´montre´ un nouveau
type de lemme de ze´ros qu’il appelle the´ore`me du produit. En 1993, G. Faltings et
G. Wu¨stholz ont ge´ne´ralise´ cet e´nonce´ en liaison avec le the´ore`me des sous-espaces
de W.M. Schmidt. M. Nakamaye en a e´tudie´ une extension aux groupes alge´briques
non commutatifs. Le the´ore`me du produit (qui est contenu dans les versions les
plus re´centes du lemme de ze´ros de P. Philippon) a e´te´ raffine´ par J.H. Evertse (et
inde´pendamment R. Ferretti). Sa version explicite du the´ore`me du produit permet
a` Evertse d’ame´liorer le lemme de Roth, et c’est ce qui lui permet de raffiner les
bornes explicites de W.M. Schmidt pour le nombre de sous-espaces exceptionnels
dans le the´ore`me des sous-espaces (voir §1.3).
Hilbert Nullstellensatz
Un autre sujet, e´troitement lie´ aux lemmes de ze´ros, est le the´ore`me des
ze´ros de Hilbert (Nullstellensatz). En 1893, D. Hilbert a de´montre´ :
• Soit A un ide´al de l’anneau R = C[X1, . . . , Xn] ; soit Q ∈ R un polynoˆme qui
s’annule sur les ze´ros de A dans C ; alors il existe un entier positif k tel que
Qk ∈ A.
En particulier, si A n’a pas de ze´ros, alors 1 ∈ A et A = R. En 1929,
J.L. Rabinowitsch a montre´ comment de´duire le cas ge´ne´ral du cas particulier
A = R. Si l’ide´al A = (P1, . . . , Pm) est e´gal a` R, c’est-a`-dire si le syste`me
d’e´quations
A1P1 + · · ·+AmPm = 1,
ou` les inconnues sont A1, . . . , Am, admet une solution dans R, on voudrait pouvoir
montrer qu’il existe une telle solution avec une borne aussi bonne que possible pour
les degre´s. De telles majorations avaient e´te´ produites en 1926 par G. Hermann,
mais les bornes e´taient doublement exponentielles en le nombre n de variables.
D. Lazard a ame´liore´ ces bornes en 1977 ; puis D.W. Masser et G. Wu¨stholz, en
1983, e´tendent la me´thode de Hermann aux corps de nombres pour de´velopper un
proce´de´ d’e´limination qu’ils appliquent a` des questions d’inde´pendance alge´brique.
D.W. Masser et P. Philippon ont donne´ des exemples montrant que la borne
doit eˆtre au moins exponentielle. De plus, un exemple duˆ a` E. Mayr et A. Meyer
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(1982) montrait qu’une exponentielle double ne pouvait pas eˆtre e´vite´e quand
on veut exprimer les e´le´ments d’un ide´al en termes des ge´ne´rateurs. En 1987,
W.D. Brownawell a obtenu la borne :
max
1≤i≤m
degAi ≤ n2Dn + nD,
ou` D est le maximum des degre´s de P1, . . . , Pm. Sa de´monstration utilisait des
estime´s analytiques dus a` Berenstein et Yger. Le re´sultat de Brownawell a ensuite
e´te´ ame´liore´ et e´tendu par diffe´rents auteurs, en particulier W.D. Brownawell lui-
meˆme, mais aussi F. Amoroso, C. Berenstein, J. Kolla`r, P. Philippon, B. Shiff-
man, A. Yger. La meilleure estimation actuellement connue vaut en toute ca-
racte´ristique : max1≤i≤m degAi ≤ Dn pour D ≥ 3. On dispose aussi d’estimations
pour les coefficients des Ai quand les polynoˆmes conside´re´s ont des coefficients
alge´briques.
7. Transcendance dans les corps de fonctions
Le corps C = K((T−1)) des se´ries de Laurent sur un corps commutatif K
posse`de des proprie´te´s similaires a` celles du corps des nombres re´els. Le roˆle de
l’anneau Z des entiers est joue´ par K[T ], celui de Q par les fractions rationnelles
K(T ). Un e´le´ment de C est appele´ alge´brique s’il est alge´brique sur K(T ). On
de´finit une valuation sur C, donc sur K(T ), en choisissant |T | > 1 et en posant
|α| = |T |k si α = ∑n∈Z anT−n est un e´le´ment non nul de C, l’entier rationnel
k = deg(α) e´tant le plus petit e´le´ment de Z tel que ak (= 0. Ainsi C est le comple´te´
de K(T ) pour cette valeur absolue.
On peut de´velopper une the´orie de l’approximation diophantienne sur C
analogue a` celle que l’on a vue plus haut pour l’approximation d’un nombre re´el
par des nombres rationnels.
En caracte´ristique nulle, les re´sultats sur les corps de fonctions sont au
moins aussi bons que ceux que l’on connaˆıt pour le cas classique re´el. En 1960,
S. Uchiyama a montre´ que le the´ore`me de Thue-Siegel-Roth se transposait.
Puis E. Dubois (1977) et M. Ratliff (1978) ont e´tabli l’analogue du the´ore`me
de W.M. Schmidt sur l’approximation simultane´e de nombres alge´briques. Tout
e´le´ment de C, alge´brique sur K(T ), ve´rifie une e´quation diffe´rentielle alge´brique ;
l’e´tude de l’approximation diophantienne des solutions d’une telle e´quation a e´te´
commence´e par E.R. Kolchin en 1959, poursuivie par C.F. Osgood en 1974. En
rendant explicites des e´nonce´s d’Osgood, W.M. Schmidt a obtenu en 1976 des
bornes explicites pour les solutions des e´quations de Thue sur des corps de fonctions
en caracte´ristique nulle. Peu apre`s, il e´tendait cette me´thode pour obtenir des
versions effectives du the´ore`me de Yu.V. Manin et H. Grauer (analogue de la
conjecture de Mordell).
En revanche, pour un corps K de caracte´ristique p positive, la situation est
bien plus complique´e et demeure encore myste´rieuse. En 1949, K. Mahler a e´tabli
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l’analogue du the´ore`me de Liouville : si α est un e´le´ment de C, alge´brique de degre´
[K(T )(α) : K(T )] = d sur K(T ), il existe une constante c(α) > 0 telle que, pour
tout P/Q ∈ K(T ) ve´rifiant P/Q (= α, on ait∣∣∣∣α− PQ
∣∣∣∣ ≥ c(α)|Q|d .
Mais, en meˆme temps, Mahler remarquait que, pour certains e´le´ments alge´briques
de C, cette “ine´galite´ de Liouville” pouvait eˆtre optimale : l’exemple qu’il donnait
est α =
∑
n≥0 T
−pn , qui est la racine du polynoˆme Xp − X + 1/T ∈ K(T )[X]
pour laquelle |α| = |T |−1. D’autres exemples ont e´te´ construits plus tard : par
C.F. Osgood en 1975, L. Baum et M. Sweet en 1976, W. Mills et D. Robbins en
1986. Ces derniers obtiennent le de´veloppement en fraction continue explicite de
certains e´le´ments alge´briques de C ; ils en trouvent qui ne sont pas quadratiques
et qui ont des quotients partiels borne´s. Un autre exemple de de´veloppement en
fraction continue explicite pour un e´le´ment alge´brique de C est donne´ en 1995
par M.W. Buck et D. Robbins. Notons a` ce propos que le de´veloppement en
fraction continue explicite du contre-exemple de Mahler ci-dessus a e´te´ trouve´
par A. Lasjaunias.
Pour un e´le´ment α de C, alge´brique de degre´ d sur K(T ), ne satisfaisant pas
d’e´quation de Riccati
α′ = aα2 + bα+ c,
avec a, b et c dans K(T ), C.F. Osgood a de´montre´ en 1974 l’ine´galite´∣∣∣∣α− PQ
∣∣∣∣ > C(α)|Q|−[d/2]−1
pour tout P/Q ∈ K[T ], avec une constante C(α) > 0.
La classe H (Homographie-Frobenius), forme´e des e´le´ments de C ve´rifiant une
e´quation de la forme
X =
AXp
s
+B
CXps +D
avec A, B, C, D dans K[T ], AD−BC (= 0, et s entier ≥ 1, contient des e´le´ments
alge´briques qui ne ve´rifient pas l’analogue du the´ore`me de Roth. J.F. Voloch (1995)
a produit d’autres exemples lie´s a des courbes elliptiques sur des corps finis.
L’e´tude de l’approximation rationnelle des e´le´ments de H a fait l’objet de
travaux de B. de Mathan et J.F. Voloch. Les e´le´ments α de H sont solutions d’une
e´quation de Riccati (mais il existe des e´le´ments alge´briques en dehors de H qui
ve´rifient aussi une e´quation de Riccati). L’analogue du the´ore`me de Thue pour les
e´le´ments alge´briques de C n’appartenant pas a` H a e´te´ e´tabli en 1996 par B. de
Mathan et A. Lasjaunias : si α (∈ H est un e´le´ment alge´brique de C de degre´ d,
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pour tout ' > 0 il existe une constante Q0(α, ') telle que, pour tout P/Q ∈ K(T )
ve´rifiant |Q| ≥ Q0(α, '), on ait∣∣∣∣α− PQ
∣∣∣∣ ≥ 1|Q|[d/2]+1+& .
L’analogie de´veloppe´e syste´matiquement par P. Vojta entre l’approximation dio-
phantienne et la the´orie de Nevanlinna porte aussi ses fruits dans le domaine des
corps de fonctions, comme l’ont montre´ les travaux de C.F. Osgood, J.F. Voloch,
Min Ru, J. T.-Y. Wang et I. Noguchi notamment.
Il existe aussi une the´orie de la transcendance en caracte´ristique finie, qui est
tre`s active pendant cette fin du XXe`me sie`cle. Le point de de´part est un travail
de L. Carlitz. Il introduit des fonctions, de´finies sur un comple´te´ d’un corps de
se´ries formelles sur un corps fini Fq, qui repre´sentent des analogues de la fonction
exponentielle complexe. Pendant la premie`re e´poque, marque´e principalement par
les travaux de L.I. Wade dans les anne´es 40, puis plus tard ceux de J.M. Geijsel,
et ensuite par les premie`res recherches de Jing Yu sur ce sujet au de´but des anne´es
80, les re´sultats obtenus en caracte´ristique finie sont des analogues de ceux que l’on
connaˆıt pour les nombres complexes (ou p-adiques). Puis, Jing Yu e´tend le domaine
d’investigation en conside´rant, plus ge´ne´ralement, les modules de Drinfeld, avant
d’e´largir encore le champ aux motifs de G. Anderson. Alors commence une pe´riode
ou` vont eˆtre de´montre´s, en caracte´ristique finie, des e´nonce´s qui correspondent,
dans le cas complexe, a` des proble`mes encore ouverts :
• Quelle est la nature arithme´tique des valeurs de la fonction zeˆta de Riemann ?
La constante d’Euler γ est-elle irrationnelle ? Et eγ ? Les nombres e et pi sont-
ils alge´briquement inde´pendants ?
On dispose de plusieurs approches pour e´tudier les proble`mes de transcendance
en caracte´ristique finie. Apre`s J. Yu, L. Denis, D. Thakur, A. Thiery ont utilise´ le
point de vue des modules de Drinfeld et des t-motifs d’Anderson. Une majoration
du degre´ d’une isoge´nie entre modules de Drinfeld, paralle`le au re´sultat de Masser
et Wu¨stholz sur les varie´te´s abe´liennes, a e´te´ e´tablie par S. David et L. Denis ;
la de´monstration ne´cessite un raffinement quantitatif du the´ore`me du sous-groupe
analytique de Yu (analogue du the´ore`me de Wu¨stholz), et l’outil essentiel est un
lemme de ze´ros, encore duˆ a` Jing Yu, qui est l’analogue du re´sultat de P. Philippon.
L. Denis a introduit une de´rivation par rapport a` la variable du corps de
fonctions, et cela sera repris par W.D. Brownawell. P.G. Becker, R. Tubbs et
W.D. Brownawell obtiennent des e´nonce´s d’inde´pendance alge´brique, qui seront
ensuite e´tendus dans un travail en commun de W.D. Brownawell et L. Denis.
La me´thode initialement utilise´e par Wade permet e´galement de montrer
la transcendance de valeurs de la fonction zeˆta de Carlitz (Y. Hellegouarch et
G. Damamme). Y. Hellegouarch e´tend aussi la de´finition des modules de Drin-
feld en caracte´ristique quelconque (meˆme nulle). Dans ce contexte, Y. Helle-
gouarch introduit une notion de σ-transcendance qui a fait l’objet de travaux de
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F. Recher et R. Mu¨ller ; ce dernier ge´ne´ralise aussi des crite`res de transcendance
et d’inde´pendance alge´briques ante´rieurs de P. Bundschuh et H.B. Sieburg, qui
deviennent ainsi valables sur des corps value´s non archime´diens tre`s ge´ne´raux.
Des re´sultats fins d’approximation diophantienne sont donne´s par H. Cherif et
B. de Mathan ; co¨ıncidence assez curieuse : ils sont obtenus par la me´thode d’Ape´ry.
Le crite`re de transcendance de de Mathan permet de rassembler un grand nombre
de re´sultats connus, et d’en de´montrer de nouveaux. Ce crite`re est e´tonnamment
stable par addition, si bien que l’on obtient beaucoup d’exemples de combinaisons
line´aires d’e´le´ments transcendants qui sont encore transcendantes.
La the´orie des automates a conduit J-P. Allouche a` proposer une approche
entie`rement diffe´rente, a` la fois naturelle, facile et e´le´gante. Cette me´thode a e´te´
exploite´e ensuite par V. Berthe´, D. Thakur, M. Mende`s France et J.Y. Yao ; ces
derniers re´solvent finalement le proble`me de la transcendance des valeurs de la
fonction Gamma de Carlitz-Goss en des points entiers. Le lien avec le crite`re de
de Mathan a e´te´ fait par M. Koskas, et une version plus ge´ne´rale (et effective) de
ce crite`re a fait l’objet d’un travail en commun de J. Fresnel, M. Koskas et B. de
Mathan.
Le re´sultat profond sous-jacent a` l’approche automatique de la transcendance
en caracte´ristique finie est un crite`re d’alge´bricite´ pour des se´ries formelles, duˆ a`
G. Christol, T. Kamae, M. Mende`s France et G. Rauzy (1980) ; on supposeK = Fq,
corps fini a` q e´le´ments.
• Un e´le´ment α = ∑n∈Z anT−n de C (avec an = 0 pour n < degα) est
alge´brique si et seulement si son q-noyau est fini.
Le q-noyau de α est l’ensemble des suites (anqs+r)n∈Z, quand s et r de´crivent les
couples d’entiers rationnels tels que s ≥ 0 et 0 ≤ r < qs.
En combinant ce crite`re avec un the´ore`me de A. Cobham (1969), on en de´duit,
pour une suite croissante (ni)i≥1 d’entiers positifs, que si la se´rie
∑
i≥1 z
ni est
irrationnelle alge´brique en une caracte´ristique finie, alors elle est transcendante
en toute autre caracte´ristique finie. La me´thode de Mahler (§2), de´veloppe´e par
J.H. Loxton et A.J. van der Poorten, devrait permettre de montrer dans ces
conditions que le nombre re´el
∑
i≥1 10
−ni est alors transcendant — mais la
de´monstration actuelle n’est pas encore comple`te.
Profitons de cette occasion pour e´noncer une autre proble`me ouvert, encore
propose´ par Mahler :
• Soit ('n)n≥0 une suite d’e´le´ments de {0, 1}. On suppose que les deux nombres
re´els ∑
n≥0
'n2−n et
∑
n≥0
'n3−n
sont alge´briques. Alors ces deux nombres sont rationnels.
Enfin P. Philippon a introduit la notion d’anneau diophantien qui lui permet
d’unifier les me´thodes de transcendance en toute caracte´ristique et d’obtenir des
e´nonce´s tre`s ge´ne´raux qui s’appliquent aussi bien aux fonctions exponentielles des
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groupes alge´briques et aux fonctions modulaires complexes ou p-adiques qu’aux
modules de Drinfeld et aux motifs d’Anderson.
En guise de conclusion.
Des progre`s importants ont e´te´ accomplis au cours de ce demi-sie`cle, mais
l’abondance des proble`mes ouverts montre que cette the´orie est loin d’avoir atteint
sa pleine maturite´. De nombreuses questions, faciles a` e´noncer, ne sont toujours pas
re´solues. Et pourtant, les me´thodes de´veloppe´es sont riches d’applications diverses
et profondes. Nul doute que ce domaine a encore de beaux jours devant lui.
Une version pre´liminaire de ce texte a e´te´ relue par une quarantaine de spe´cia-
listes : qu’ils soient remercie´s pour leurs nombreuses et pertinentes remarques.
Mais l’auteur est le seul a` blaˆmer pour les erreurs, omissions et autres de´fauts qui
ne manqueront pas de subsister.
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